MPSI Paul Valéry Corrigé

DEVOIR MAISON N° 8

Probleme 1

Soit (Ip,), la suite définie pour tout n € N par

5.

.10:/21dt:.
; 2

L= /0 * sin(t)dt = [— cos(t)]E =[1]

1-—- 2t
Soit t € R. On a sin®(t) = C;)S().

21— cos(2t 21 1 [z
Cela permet de calculer Iy = /2 Cios()dt = /2 —dt — = /2 cos(2t)dt :_
0 2 0 2 2 Jo 4

Pour tout ¢ € [O,g}, 0 < sin(t) < 1. Donc 0 < sin™ () < sin™(t). Par croissance de 'intégrale, on a

donc 0 < I,,41 < I, ce qui montre que ‘ (I,,) est une suite décroissante de termes positifs ou nuls|.

La suite (I,,) étant décroissante et minorée (par 0), ‘elle est convergente ‘

jus

Soit n > 2. I, = /2 sin 1 (t) sin(t)dt.
0

u(t) = sin" (1)
v'(t) = sin(t)

{u’(t) = (n — 1) cos(t) sin"%(t)

On integre par parties en posant
ste parp P { u(t) = — cos(t)

~—

o ISE
vl

I, = [— cos(t) sinnfl(t)} + (n— 1)/O cos2(t) sin"*2(t) =(n-1) /02(1 _ sinQ(t)) sin”fz(t),

—1

Ainsi I, = (n — 1)(In_a — I,). Bt donc | I, = “—~1, 5|
n

. L - n+1
. La relation précédente s’écrit pour n € N : [, 15 = n 2[
n+1
Alors I ol 11 = —— I nlni1, toe. (n+2)Ihy0lny1 = (n+ DIl
Cela montre que | ((n + 1)1, 1511),cy est constante |, égale a Inl; = g

(a) On a pour tout n € N, 0 < I,,11 < I, donc 0 < (n+ V1l < (n+ 1) 111, = Z

Ainsi 0 < I2 4 < ﬁ, soit 0 < || < 1/%. Par encadrement, | I,, —— 0 |.

n—4o00
In+2 In+1 . s N
(b) Pour tout n € N, on a I,19 < I41 < I, donc, comme I,, # 0, 7 < 7 < 1, soit, d’apres 3,
n n
n+1 1T n+1 I
+ < ntl < 1. Or + ——— 1 donc par encadrement, ntl — 1|
n -+ 2 [n n 4+ 2 n—+oo In n——4o00

(¢) Sur le méme principe, pour tout n > 1, Iy > I, 2 n—1 donne : nl, I, 1 > nl, I, > nl,I, 1, ou

(n+ 1)1, Ihy1 = nl,I, > nl,I, | = —. Par encadrement, on obtient nI? —— =
1 4’ n—+oco 4

n
encore
n

dott | /nl, — Y-
n




n n
2k —1 s 2k — 1
2n <H ok ) 0 2n 2 H 2k
6. D’apres 3, on a pour tout n € N* : k=1 , soit k=
I 2k 7 I B H 2k
2n+1 = ,E%Jrl 1 2n+1—k:1 1

Apéritif
On considere I'équation différentielle (A) suivante, d’inconnue y :]0, + oo[— R.
2y —y=Inx
1. Sur ]0, + oo[, on peut mettre ’équation sous forme normalisée :

, 1 Inx
y—-y=—.
T T

1 )
T — — est continue sur R.

x
Les solutions de I’équation homogene associée sont {x — Az | A € R}.
On cherche une solution particuliere de la forme f,

: ¢ — C(z) -z avec C dérivable sur RY}. On

dérive, on remplace et on trouve que fp est solution de I’équation différentielle si et seulement si

_ In(z)
2

Inx 1

Vz € Ry, C'(x)
fpix— —In(x) — 1.
Finalement les solutions de (A) sont ‘ {z—= Az —In(z) —1| X eR} ‘

Une intégration par parties permet de poser C' : x —
x

——~ — = dot
x

2. Le théoreme de Cauchy-Lipschitz nous garantit ’existence et 1'unicité d’une solution a ce probleme.

Le calcul confirme et nous fournit la solution ’ {r — 2z —In(zx) — 1} ‘

Une équation d’Euler
On consideére I'équation différentielle (F), dont 'inconnue est y :]0, + oo[— R.
xzy” —2y +y=1—Inz
On note (Ep) 'équation homogene associée
22y —xy +y=0

et on appelle Sy I'ensemble des solutions de (Ep).

3. z+— 1 et x — x ne sont pas solutions de (Ep).

(Eo)

Soit n > 2 un entier. Alors x — z" est deux fois dérivable et est solution de (FEp) si et seulement si

Ve e R, n(n—1)z" —na" +2" =0, i.e. (n—1)(n—2)z" =0, i.e. n = 2.
x + % est solution de (Fj) |

Ainsi

4. Soit y et z deux fonctions ]0, + co[— R deux fois dérivables telles que y(z) = xz(x) pour tout x € R’ .

On a déja y dérivable 2 fois si et seulement si z est dérivable 2 fois (sur R’ pour le quotient z(z) =

y(x)



Et on a Vz € RY, ¢ (v) = 22/ (z) + 2(z) et y"'(z) = 22" (x) + 22 ().
Puis

y est solution de (Ep) < Vo € RY, 22y

(z) —ay'(z) +y(z) =0
& Vo e RY, 232" (x) + 2222/ () — 222/ (z) — x2(x) + z2(x) = 0
&V e RY 222" (2) + 222/ () = 0

S Ve eRY, x"(2)+ 2/ (2) =0

& ‘ z est solution de 1’équation (E1) ‘ :

zZ"+ 2 =0. (Ev)

5. En posant u = 2/, z est solution de (Ej) si et seulement si u est solution de : xu’ +u = 0, i.e.

z/G{xHA\AER}.
x

En primitivant, on obtient les solutions ‘ {z:x—An(z)+p| A\peR} ‘

6. Ainsi ‘Sg ={y:xz— Azln(z) + pz | \,u € R} ‘

7. (a) ‘SL' — —1 — Inx est solution de (F) ‘

(b) Les solutions de (F) sont donc (d’apres leur structure affine) :

‘{az — Azln(x) + pr —In(z) — 1 | \,u € R} ‘

8. Le théoreme de Cauchy-Lipschitz nous garantit ’existence et I'unicité d’une solution ; il suffit de vérifier
que x — x — In(x) — 1 convient.
Sans utiliser ce théoreme, on cherche A et u tels que f : =z — Azxln(z) + pux — In(z) — 1 vérifie
f(1) = f(1) = 0 et on obtient bien A =0 et p = 1.

Probléme 3

Les trois parties centrales de ce probleme présentent trois méthodes différentes pour effectuer le méme
calcul de la fonction g définie ci-dessous.
On définit la fonction g par
xr
1
T x> dt.
g L T+ D2+

Hors d’ceuvre
1
(t+1)2(t2+1)
1. Par quotient, f(t) est défini ssi (t +1)*(t* +1) £ 0, ssi t + 1 # 0.
Donc ‘ f est définie sur R\ {—1} ‘

2. De méme, f est continue sur R\ {—1}. En particulier, pour tout x > 0, l'intervalle d’extrémités x et
1/x est inclus dans R, donc dans R\ {—1}.

f étant continue sur cet intervalle, ‘ g est bien définie pour x > 0 ‘
! 1
3. g(1) = dt =[0|.
9(1) /1 (t+ 122+ 1) (0]

1 % 1 T 1
o <> :/x ESIECESVR -, arirEr DY - )

x

On pose f(t) =

3



Entrée : cromesquis de théoréeme fondamental

On note F' une primitive de f sur R .

| F&)—F (i) .

6. F étant dérivable sur R’ , g I'est aussi sur RY par somme et composition, car Vo > 0, p eRy .

Pour tout « € R%, ¢(z) = f(x) — < ! > f (1>

72

5. g(x) [F(1)]

8-8

x
/
gl(x) = 2( 2 +3 2
(@ +1)%(@2+1) 2 (11 1)% (L +1)
_ 1 L a?
- 1)2(22 + 1 2 2/ 9
Donc (+ 1)+(§2 P @) @+ . Donc il existe K € R constante telle que
T @12+
B 1
(x4 1)2
1
=— K.
9(x) z+1 +
c (1)=0,0na K =+ D tout = > 0, | g(z) .
omme =0, on a K = —. Donc pour tout x T)=— =
g ) 9 p y 1 9 z+1 2
Plat de résistance : roti de changement de variable
1 1 1
7. Effectuons le changement de variable u = e qui donne ¢ = — ou encore dt = —— du. Pour les bornes :
u u

1
t=—=u=zxett=x=u=—.
T T

Ainsi (316)—/05—1 ! du—/z— u du—/x w du
g = u2(%+1)2(?12+1) e O+w2(+w?) e 4+ w)2(1+u?)

T

8. En sommant cette expression et celle de la définition, on a par linéarité de l'intégrale : 2g(z) =

/:C L +u” du:/zldu
1 (1+u)?(1+u?) (I+u)?
’ Rk 1 1 r—1
_l—i—u]

lx—1
:§:U—|—1'

8=

_1+a:+1+%_:1:+1'

On integre : 2¢g(x) = [

1
T

Ainsi |Vz > 0, g(z)

Dessert : tarte a la créme

9. On réduit tout cela au méme dénominateur : (¢ + 1)?(t* + 1) puis on identifie (avec un argument
polynomial : deux polynoémes sont égaux si et seulement si leurs coefficients sont égaux). On obtient :

_1)2 1/2 —1t
f(t)_t+1 (t+1)2+t2+1 ‘




1 1/2 1
Cela donne pour primitive sur R’} : | F(t) = 3 In(t+1) — t+/1 ~ 1 In(t* +1) |
10. On utilise alors g(x) = F(z) — F [ - implific ot on ret () = 221
. On utilise alors g(z) = F(x) — — |, on simplifie et on retrouve | g(x) = = )
g ) p g 27+ 1
Café et digestif
11. Soit o € }o,g [
rT—a 2 T—a 1 2
Tout d’abord / P sl g / % 14 cos(20)
o 1 + sin(26) o 2(1 4 sin(20))
1
On effectue le changement de variable ¢ = tan(6). Alors dt = (1 + tan?(#))d#, soit df = mdt.
1 - t2 2t
On vérifie (exercice) que cos(26) = 5 et sm(29) T
On utilise également que tan <— — )
tan(6
I« 0 1/ tan(a) 1
Finalement /a ’ 1 f(;fn 5 9 / A+ 02058 dt apres simplifications.

) 1tan(a) — 1

" |2tan(a) + 1 |

I cos?f
D —
one /a 1+ s1n(29)d0 g <tan(a)




