MPSI Paul Valéry Corrigé
DEVOIR SURVEILLE N° 4

Probléeme 1

1. Etant donné k € R, on considere le systeme linéaire suivant, d’inconnues z,y,z € R.

T+y—z2=2
r+2y+z2=3
r+y+ (K2 -5)z=k

11 -1 2
(a) Matrice augmentée du systéme : |[A= | 1 2 1 3
11 (K*=5) |k
11 —1 2
Par lalgorithme du pivot de Gauf, on a | A Y 0 1 2 1 Lo« Ly— L4 .
00 (k*—4)|k—2 L3 < L3 — L
(b) La matrice du systeme est de rang 3 si et seulement si k* — 4 # 0, i.c. ‘k e R\ {2,-2} ‘ Dans ce
1+ 73
=
k+2
cas, apres calculs, le systeme est équivalent a ¢ y =1 — %
_.I_
Z:k+2
D’ott I'uni luti 1+ 2 !
ou 'unique solution .
E k+2 T ht2k+2
1 1 —-1/|2
(c) Pour , A Y 0 1 2 |1 ].Lesysteme est compatible avec une infinité de solutions. On
00 010

r=1+ 3z

peut les déterminer en fonction de 'inconnue secondaire z : le systeme est équivalent a { 1o
y=1-22

D’ou ’ensemble solution ‘ {(1432,1—-2z2,2)} ‘

1 1 -1/ 2
d) P _ =2 A~ 01 2 1 . L te t alors i tible.
(d) Pour , A~ AR e systéme est alors incompatible

2. Etant donnés a,b,c € R, on considere le systéeme linéaire suivant, d’inconnues x,y,z,t € R.

r+2y+z—t=b+c
20 +by—z+t=a
r+3y—2z+2t=09
r+y+4z—4t=c



Matrice augmentée du systeme :

1 2 1 —-1|b+c
2 5 -1 1 a
A= 1 3 -2 2 b

11 4 —4 c
1 2 1 -1 b+c
0 1 -3 3 |a—2b—2c Lo <+ Lo — 214

L 0 1 -3 3 —C L3(—L3—L1
0 -1 3 -3 —b L4<—L4—L1
1 2 1 -1 b+c
01 -3 3 |a—2b—2c

L 00 0 O0]—-a+2b+c Ly« L3— Ly~
00 0 0 |a—3b—2 Ly Ly+ Lo

Le systeme associé est de rang 2, avec deux équations de compatibilité.
—a+2b+c=0 —a+2b+c=0 —a=—c
54 <~
a—3b—2c=0 b+c=0 b= —c

Finalement, ‘le systéme est compatible si et seulement si (a,b,c) € {(—c, — ¢,c) | c € R} ‘

Probleme 2

Une équation différentielle du second ordre

Il est compatible si et seulement si

Le but de cette partie est de déterminer les solutions a valeurs réelles de 1’équation différentielle
y' +2y + 4y = ze” (E)
On considere I'équation homogene associée :
Yy +2y +4y=0 (H)
1. Equation caractéristique associée (H) : 72 +2r + 4 = 0, de solutions —1 + /3.
Les solutions réelles de (H) sont donc {x — <)\ cos(V/3x) + usin(ﬁx)) e A\pe R} :

2. Soit f: x> (ax + b)e” avec a,b € R.
f est deux fois dérivable sur R et Vo € R, f'(x) = (ax + a + b)e” et f"(x) = (ax + 2a + b)e™ ™.

[ est solution de (F) < Vz € R, f"(z) +2f'(z) + 4f(z) = ze”
& Vo € R, (Tax + 4a + Tb)e” = xe”

1 4
D’ott une solution de I’équation (E) : |z — (x - > e’ |

1 4
3. D’ou les solutions réelles de (E) : {x — (:U - > e’ + ()\ cos(V3z) + usin(ﬁx}) et \pe R} )




De la superposition

4. Soit a,b,c € R ou C et by, by deux fonctions I — R continues (avec I un intervalle de R).
Si f1 est solution sur I de ay” + by’ + cy = by et fo est solution sur I de ay” + by’ + cy = bs, alors pour
tous \, u € R, (Af1 + puf2) est solution sur I de ay” + by’ + cy = \by + pbo.

5. x +— 1 est solution de y” + 2y + 4y = 4.
Par principe de superposition des solutions, les solutions de (?7) sont

7 49

{xr—> (195—4)@ 1+ (Acos(fx)wsm(\fx)) e | )\,,uE]R} .

Une équation non linéaire

Le but de cette partie est de résoudre sur |0, + oo[ I'équation différentielle
z?y" + 3xy’ + 4y = zIn(z) (F)

Etant donnée une fonction f :]0, + oo[— R, on note h : R — R telle que Yz €]0, + oof, f(x) = h(In(z)).

6. Supposons h deux fois dérivable sur R.
In est deux fois dérivable sur |0, 4+ 0o et & valeurs dans R. Par composition, h oln = f est deux fois
dérivable sur R.
Supposons f deux fois dérivable sur R, . Pour tout ¢ € R, h(t) = f (€"). Or exp est deux fois dérivable
sur R et a valeurs dans R, . Donc par composition, f o exp = h est deux fois dérivable sur R.

Donc ‘l’équivalence est vérifiée ‘

7. Ve €RY, f(z) = lh/(ln(gc)) ot f(z) = —%h’(ln(m)) + %h”(ln(m)).
Ainsi zf/(x) = (ln( ) et 22f"(x) = W (In(x)) + b (In(z)).
f est solution de (F) & Vz € R, 2 f"(z) + 3vf'(z) + 4f(z) = zIn(x)
& Vo e RY, W (In(x)) 4+ 21/ (In(z)) + 4h(In(z)) =  In(z)
&Vt e R, () + 21/ (t) + 4h(t) = te'.

Donc ‘ f est solution de (F) si et seulement si h est solution de (E) ‘

8. Les solutions a valeurs réelles de (F') sont donc

{m - <; In(z) — 449) v+ (Acos(vVBIn(x)) + psin(v3In(x)) % A€ R} .

Probléme 3

1. Montrons que les propriétés 11, Ty et T3 sont vérifiées par 79 = {0,E}.
e Par définition de 79, () € 79, donc 79 # 0. T est donc vérifice.
e Soit A € 79. On a deux cas possibles.

— Cas1: A=0.Onaalors E\ A=E.
— Cas2: A=F.Onaalors E\ A=1.

Dans tous les cas £\ A € 79, donc T est vérifiée.

3



e Soit (A, )nen une suite d’éléments de 79. On a deux cas possibles :

— Cas1:VneN, A, =0. On a alors UAn:(Z).
neN
— Cas 2 : Il existe p € N tel que A, # (. Comme 7y ne contient que ) et E, on en déduit A, = E.

Par conséquent, U A,=F.
neN

Dans tous les cas, U A, € 19, donc T3 est vérifiée.
neN

Donc ‘7'0 = {0,E} est une tribu sur F ‘

2. (a)

3. (a)

Soit (Ap)nen une suite d’éléments de 7. Posons, pour tout n € N, B,, = E'\ A,. On a alors

() An = ﬂ(E\Bn):E\<U Bn>.

neN neN neN

Comme 7 est stable par passage au complémentaire, Vn € N, B, € 7. Puis, comme 7 est stable
par réunion dénombrable, U B, € 7. Enfin, comme 7 est stable par passage au complémentaire,
neN

E\ (U Bn> €T, ie. ﬂ A, € 7. Donc | T est stable par intersection dénombrable |.

neN neN
Soit N € N et (Ay)o<n<n une famille d’éléments de 7. Posons, pour tout n > N, A4, = Ay. On
a ainsi défini une suite (Ay)nen d’éléments de 7. Comme 7 est stable par réunion dénombrable et
intersection dénombrable, on en déduit

UAnGTet ﬂAnET.

Y (Ua)e (G =(U)o (U] = (Ur)ons= Yo
s (0)r(A4) - (Qn)o(Q) - (0 )=

Donc ‘7‘ est stable par réunion finie et intersection finie ‘

Comme 7 # (), il existe A € 7. On a :
E=AU(E\A) et §= AN (E\ A).

T est stable par passage au complémentaire donc £\ A € 7. Comme 7 est stable par intersection

finie et réunion finie, on en déduit que ‘(Z) eETet Fer ‘

Soit A, B€7.0na A\ B=AnN(E\ B). Comme 7 est stable par passage au complémentaire et par
intersection finie, £\ B € 7, puis AN (E \ B) € 7. Donc ‘VA,B er,A\Ber ‘

o A est une lci sur P(E).

e P(E) contient (), neutre pour A : en effet, VA € P(E), AAD = (AUD)\ (AND) = A.

e VAc P(E), AAA=(AUA)\(ANA) =A\A=0.
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e Pour I'associativité, on peut faire des calculs ensemblistes. Proposition alternative : on note 1 4
la fonction indicatrice d’un ensemble A C E.
AAB est 'ensemble des éléments appartenant a I'un des ensembles A et B mais pas les deux.
Ainsi VA, B € P(E), 1aap = (14 + 1p) mod 2 (on peut aisément le vérifier en regardant les
différents cas).
Soit A,B,C € P(E). 1iaapjac = ((1a + 1p) mod 2 + 1¢) mod 2 = (14 + 1p + 1¢) mod 2.
Cette expression est bien str symétrique en A,B,C, donc on aura aussi 1yasac)y = (1a +
(Ip+1¢) mod2) mod 2= (1g+ 1p+ 1¢) mod 2.
Ainsi ]l(AAB)AC = ]lAA(BAC) donc (AAB)AC = AA(BAC)

(b) Soit 7 une tribu sur E.

o T C P(E).

e fer.

e Soit A,B € 7. Alors A et B sont dans 7, et donc AN B et BN A également. Finalement
AAB=(ANB)U(BNA)er.

e Soit A € 7. Alors son symétrique pour A : A € 7.

Donc ‘7‘ est un sous-groupe de (P(E),A) ‘

4. Montrons que 7 est une tribu sur F.

e Comme 7’ est une tribu, 7/ # (). Soit B € 7. On a alors f~1(B) € 7, par définition de 7. Donc 7 # §.
e Soit A € 7. Par définition de 7, il existe B € 7’ tel que A = f~1(B). Ainsi,

E\NA=E\f~Y(B)=f"'(E'\B).

En effet, f(z) ¢ B <z ¢ f~1(B).
Comme 7’ est stable par passage au complémentaire, E'\ B € 7/, donc E\ A € 7.

e Soit (A, )nen une suite d’éléments de 7. Pour tout n € N, il existe alors B,, € 7’ tel que fﬁl(Bn) =A,.

Comme 7’ est stable par réunion dénombrable, U B,, € 7. Montrons que U A, =f1 (U B, |.

neN neN neN

Soit x € E. On a les équivalences suivantes :

zef‘1<U Bn> & flz)e | Bn

neN neN
< dn € N,f(l') € B,

e IneNze 1B, =A,

S e U A,
neN

Ainsi, U A, =f1 (U Bn> et donc U A, eT.

neN neN neN

Finalement, ‘T est une tribu sur ¥ ‘

5. Une application non surjective fournit un contre-exemple. Par exemple considérons E = {0}, E' = {0,1},
T=P(E)={0,E} et f:0+ 0. On a alors f(0) =0 et f(E) = {0}, donc 7" = {(,{0}}. En particulier,
E' ¢ 7'. Donc ‘7" n’est pas une tribu sur E’ ‘

6. (a) P(F) est une tribu sur E et A C P(F) par définition de A. D’ou P(FE) € F et donc .
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(b) Soit A € A. Par définition de F, V7 € F, A C 7, d'ou V7 € F; A € 7. On en déduit A € ﬂ T=0

TEF
et donc A C 0. Montrons ensuite que o est une tribu sur E. Remarquons tout d’abord que, par

définition de o, on a I’équivalence
VX ePE), XecoevVre FFXerT).

e Soit 7 € F. 7 est une tribu sur E, donc () € 7. Ainsi V7 € F,() € 7 et donc () € o, par définition
de o. En particulier o # ().

e Soit AcoetT € F.7estunetribusur Eet Ac T, dou E\A€er7. AinsiVr € F,E\ A€ T et
donc E'\ A € 0.

e Soit (Ap,)nen une famille d’éléments de o. Posons B = U A,. Soit7€ F.OnaVne N, A, € 7.

neN
Comme 7 est une tribu, on en déduit B € 7. Ainsi, V7T € F, B € 7 et donc B € 0.

Donc ‘ o est une tribu sur F et A C o ‘

(c) Soit 7" une tribu sur E telle que A C 7’. Par définition de F', on a 7’ € F.
Soit A € o. Par définition de o, V7 € F, A € 7. En particulier, A € 7.

Donc .

7. Soit o la tribu engendrée par {X}. D’apres les questions précédentes, ) € o et E € o. De plus, par
définition, X € o. Donc, comme o est une tribu, £\ X € 0. On a donc 7 = {0, X, £\ X, E} C 0. Pour
montrer 'inclusion réciproque, commengons par montrer que 7 est une tribu.

o T et 7 est stable par passage au complémentaire.
#0 et t stable par passag plémentai

e Soit (Ay)nen une suite d’éléments de 7. Posons A = {A,, | n € N} et B = U Ap. On distingue

neN
plusieurs cas :

— Casl: EFeAou(XeAet E\ X € A). Dans ce cas, B=FE.
— Cas2: AC {0,X} et X € A. Dans ce cas B = X.

— Cas3: AC{D,E\ X} et E\ X € A. Dans ce cas B=F \ X.
— Cas 4 : A= {0}. Dans ce cas B = ().

On constate que dans tous les cas, B € 7.
Donc 7 est une tribu. Comme {X} C 7, on en déduit, d’apres la question précédente que o C 7.
Donc ‘la tribu engendrée par {X} est {0,X,E \ X, E} ‘
8. Soit o la tribu engendrée par {[0,n] | n € N}. Montrons que ¢ = P(N).

Tout d’abord, on a {0} = [0,0] € 0. Soit n € N*. On a {n} = [0,n]\[0,n—1]. Donc, d’apres la question 2d,
{n} € 0. Ainsi, Vn € N, {n} € 0.
Soit B € P(N). Si B =), alors B € 0. Supposons B # () et considérons b € B.

Pour tout n € N, posons A,, = {n} St €B On a par définition Vn € N, A,, C B, donc U A, C B.
{b} sinon. et
n
De plus, pour tout £ € B, on a x € A, et donc B C U A,. On a donc montré B = U A,

neN neN
Or, d’apres ce qui précede, Vn € N, A, € 0. Comme o est stable par réunion dénombrable, on en déduit

B € 0. Donc P(N) C 0.
L’inclusion réciproque étant vraie par définition d’une tribu, on en déduit que

‘la tribu de N engendrée par {[0,n] | n € N} est P(N) ‘




9. (a)

Supposons 7 = P(E).

Soit f : E — E'. Soit B € 7’. Par définition d’une image réciproque, f~1(B) € P(FE), donc
i (B)er.

On a donc montré VB € 7/, f1(B) € 7, i.e. ‘f est mesurable |

Supposons 7' = {},E’}. Soit f: E — E’. Soit B € 7. On a alors deux cas possibles.
— Cas 1: B={. Dans ce cas f ' (B) =) € 7, car 7 est une tribu.
— Cas2: B=F' . Dans cecas f(B) = E € 7, car T est une tribu.

Donc dans tous les cas, f~1(B) € 7.
On a donc montré VB € 7/, f1(B) € 1, i.e. ‘f est mesurable ‘

Supposons 7 = {(,E} et 7' = P(E"). Soit f : E — E’ une application mesurable. Soit x € E. Posons
B ={f(x)}. Ona B € P(E') = 7. Ainsi, comme f est mesurable, f~1(B) € 7. Or z € f~!(B), par
définition de B. On en déduit f~1(B) = E. Par conséquent, pour tout ' € E, 2’ € f~1(B), d’on
f(2') € B et donc f(2') = f(z). On a donc montré Va,2' € E, f(x) = f(«'), donc f est constante.
Réciproquement, si f est constante, alors pour toute partie B de E’, on a bien f_l(B) = 0 ou
f~Y(B) = E. Ainsi, toutes les applications constantes sont mesurables.

Finalement, ‘les applications f : E — E’ mesurables sont les applications constantes ‘

10. Soit C' € 7”. On a, par propriété de cours, (go f)~'(C) = f~' (¢7'(C)). Comme g est mesurable,
g 1(C) € 7. De plus, comme f est mesurable, f~ (g_l(C')) € 7. On a donc montré :

VC et (go f)HO) e

Donc ‘g o f est mesurable ‘




