CHAPITRE C3

ARITHMETIQUE

(1 e )
(7 { Objectifs | N
< J

Diviseurs et multiples.
Division euclidienne.
PGCD, PPCM.

Théorémes d’arithmétique.

Nombres premiers.

1 Outils de I'arithmétique

1.1 Divisibilité

—(Définition C3.1 }

Soit a,b € Z. On dit que a divise b, ou que a est un diviseur de b lorsque
Jdk e Z,b=ak.

On note alors a | b et on dit que b est divisible par a, ou que b est un multiple de a

\

Notation. Soit a € Z. On note aZ = {ak | k € Z} 'ensemble des multiples de a.

ﬁ[Proposition C3.2 }

(i) La relation de divisibilité est une relation réflexive et transitive sur Z.
(ii) Va,b€ Z, (a|bet b|a) < a= +b.

Soit a,b € Z. On dit que a et b sont associés lorsqu’il existe u € Z* tel que a = ub.

-

Notation. On note a ~ b < a = +b.
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ﬁ[Proposition C3.3 }

Soit a,b,c,d € 7Z.

(i) Sia|betalc, alors VA,u € Z, a | (Ab+ pc).
(ii) Sia|bet c|d, alors ac | bd et Vk € Z, a* | b*
(iii) Si ab | acet a # 0, alors b | c.

1.2 Congruences

—{Définition C3.4 }

Soit a,b,n € Z. On dit que a est congru a b modulo n et on note a = b[n] lorsque n divise a —b.
Autrement dit
a=bn]je kel a=b+kn.

\>

Notation. On note aussi a =b mod n ou a =b (mod n).
Remarque. Soit d,n € Z. On a
dln<n=0][n].

ﬁ[Proposition C3.5 }

Soit n € Z. La relation de congruence modulo n est une relation d’équivalence sur Z.

-

{Proposition C3.6 }

Soit a,a’,b,b/,n € Z et soit m € Z* et k € N.
(i) Sia=b[n]etd =V [n],alorsa+a =b+b [n]
(ii) a=0b [n] = ma = mb [n].

(iii) Si a=b [n] et o’ = V' [n], alors aa’ = bV’ [n] et aF = b* [n].

1.3 Division euclidienne

— Théoréme et définition C3.7 }

Soit a € Z et b € N*. Il existe un unique couple (¢,7) € Z? tel que
a=bg+r e 0<r<b-—1

On dit que g est le quotient et r le reste de la division euclidienne de a par b.
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Proposition C3.8 }

Soit a € Z et b € Z*. b divise a si et seulement si le reste de la division euclidienne de a par b est

nul.

2 PGCD, PPCM

2.1

/:[Proposition et définition C3.9 )

Définition

Soit a,b € Z. Si a = b = 0, on note conventionnellement a A b = 0. Sinon, ’ensemble des diviseurs
communs & a et b posseéde un plus grand élément (pour la relation d’ordre <), noté a A b.

L’entier a A b est appelé plus grand commun diviseur (PGCD) de a et b.

\

/:[Proposition et définition C3.10 )

Soit a,b € Z. Si a = 0 ou b = 0, on note conventionnellement a V b = 0. Sinon, ’ensemble des
multiples strictement positifs communs & a et b posséde un plus petit élément (pour la relation

d’ordre <), noté a V b.
L’entier a V b est appelé plus petit commun multiple (PPCM) de a et b.

\

{Proposition C3.11 }

Soit a,b € Z.

(i) anbeN, (v) avbeN,

(ii) (aAD)|aet (and)]|b, (vi) a| (aVDb)etb]|(aVb),
(iii) aAb=bAa, (vil) aVb="0bV a,

(iv) a A0 = |al, (viii) aV1=|al.

2.2

Euclide, Bézout et Gaufs

Théoréme C3.12 }

Soit a € Z et b € Z*. Soit r le reste de la division euclidienne de a par b. Alors

aANb=1rAb.
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({Proposition C3.13 (Algorithme d’Euclide)} N

Soit a € Z et b € Z*.

On pose 19 = |a|, 1 = |b| puis pour tout n € N tel que r, # 0, r,4+1 le reste de la division
euclidienne de r, 1 par r,.

Il existe un plus petit N € N* tel que ry = 0. Dans ce cas ry_1 = a A b.

. J

(:[Théoréme et définition C3.14 (Relation de Bézout)} N

Soit (a,b) € Z2. 1l existe (u,v) € Z* tels que
au+bv=aAb.

Les entiers u et v sont appelés coeflicients de Bézout de a et b.

\\ ~/

Remarque. On peut étendre I'algorithme d’Fuclide ci-dessus pour déterminer les nombres u et v. Avec les
notations précédentes, posons également, pour tout 1 < n < N, ¢, le quotient dans la division euclidienne

Tn—1 = Tndn + Tni1-
On définit deux familles d’entiers (A, )o<n<n €t (tn)o<n<n PAr (Ao, o) = (1,0), (A1, p1) = (0,1) et
Antl = An—1 — qnA
VO <n< N—1, ¢ = Ant ™ ndn
HUn+1 = Un—1 — Qnlin

On a alors pour tout n € [0,n] : Adpa + ppb =1y,
Comme ry_1 =aAb, (u,v) = (An—1,un—1) est un couple de coefficients de Bézout de a et b.
De plus, comme ry = 0, on a Aya + puyb = 0. Et alors [Aya| = |unb| = a Vv b.

ﬁ[Proposition C3.15 } .

Soit a,b € Z.
(i) eVdeZ,d|aetd|bed]|(anbd).
e Les diviseurs communs & a et b sont les diviseurs de a A b.
e a Ab est le plus grand commun diviseur de a et b au sens de la divisibilité.
(i) eVmeZ,almetb|m<e (aVb)|m.
e Les multiples communs & a et b sont les multiples de a V b.
e a Vb est le plus petit commun multiple de a et b au sens de la divisibilité.

(. /

ﬁ[Proposition C3.16 } N

Soit a,b € Z et k € N.
(i) (ka) A (kb) = k(a AD),
(ii) (ka)V (kb) = k(a Vv b).




MPSI 2024-2025 P. Valéry C3. Arithmétique 5

ﬁ[Proposition C3.17 } N

Soit a,b € Z et d = a A b. 1l existe a’, V' tels que

a=da,b=db et a’ NV =1.

Définition C3.18 )

Soit a,b € Z. On dit que a et b sont premiers entre eux lorsque a A b= 1.

\>

Remarque. La propriété précédente permet de définir la forme irréductible d’un nombre rationnel.

Théoréme C3.19 (Bézout) |

Soit a,b € Z.
aAb=1 & I(u,v) € Z2 au+bv = 1.

\

/_/\,\" ) ~

Corollaire C3.20 N

Soit a, b, c € Z.

(i) StaAb=1et c|b,alorsaAc=1.
(ii) SiaAb=1et aNc=1,alors aA (bc).
(iii) Pour tout k € N, a® A bF = (a A b)*.

Théoréme C3.21 (Gaui&)}

Soit a,b,c € Z. Si a | (bc) et a Ab=1, alors a | c.

\

H\’:\féorollaire C3.22‘:

Soit a,b,m,n € Z.
(i) Siam =bm [n] et m An =1, alors a = b [n].

(ii) Sia|n,b|netanb=1,alors (ab) | n.

(. J

— Théoreme C3.23 | N

Soit a, b € Z.
(i) StaAb=1, alors a Vb= |ab|.
(ii) (aAD)(aVb)=abl.
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2.3 Cas d’une famille de nombres entiers

ﬁ[Proposition C3.24 } N

A et V sont des lois de composition internes commutatives et associatives sur Z.

Définition C3.25 }

Soit n € N* et aq,...,a, € Z. On appelle plus grand commun diviseur (resp. plus petit
commun multiple) de ay,...,a, le nombre a; A ... Aa, (resp. a1 V...V ay).

\

Remarque. Cette définition ne dépend ni de l'ordre des nombres a; ni de la maniére de parenthéser
I'expression.

n n
Notation. On note /\ a; (resp. \/ a;) avec la convention d’un PGCD nul et d'un PPCM égal a 1 si n = 0.
i=1 i=1
— Théoréme C3.26 | N

Soit n € N* et aq,...,a, € Z.

(i) Soit d € Z. (Vi€ [1,n], d | a;) < d| (/n\al).
i=1

(ii) Soit m € Z. (Vi € [1,n], a; | m) < <\/ ai) | m.

i=1

\ o’

Remarques. Par convention, si tous les a; sont nuls, alors leur PGCD est 0; et si 'un des a; est nul, alors
leur PPCM est 0.

Sinon, & nouveau, les termes « plus grand » et « plus petit » dans PGCD et PPCM valent au sens de la
relation de divisibilité ainsi qu’au sens de la relation d’ordre usuelle, pour les diviseurs et multiples positifs.

~{Définition C3.27 } N
Soit n € N* et aq,...,a, € Z.
n
(i) On dit que ay,...,a, sont premiers entre eux dans leur ensemble lorsque /\ a; = 1.
i=1
(ii) On dit que ay,...,a, sont premiers entre eux deux a deux lorsque

Vi,je[l,n], (i #j=aNaj=1).

\ o’

ﬁ[Proposition C3.28 } N

Des entiers premiers entre eux deux & deux sont premiers entre eux dans leur ensemble.
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/:[Théoréme C3.29 (Bézout)]{

Soit n € N* et ay,...,a, € Z.

n n
(i) Jug,...,uy € Z, Zuiai = /\ a;.
i=1 i=1

n n
(ii) /\ai =1< Juy,...,u, €7Z, Zuiai —1
=1 =1

\\a

— Théoréme C3.30 |

Soit n € N et aq,...,a, € Z premiers entre eux dans leur ensemble. Alors

n
1o
i=1

n

Vo=

=1

3 Nombres premiers

3.1 Définition

Définition C3.31 }

Un nombre premier est un nombre entier p > 2 dont les seuls diviseurs positifs sont 1 et p.

Notation. On note P I’ensemble des nombres premiers.
ﬁ[Proposition C3.32 }

(i) SoitpePetacZ. OnaplaoupAa=1.
(ii) Deux nombres premiers sont soit égaux soit premiers entre eux.

(iii) Soit p € P et a,b € Z. Sip]| (ab), alors p | a ou p | b.

Théoréme C3.33

Il existe une infinité de nombres premiers.

\

SoitpePet ke [0,p—1]. Onap | <Z>
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/:[Théoréme C3.35 (Petit théoréme de Fermat)}

Soit p € P.
(i) Vn € Z, n* = n [p),
(i) Vn € Z, (nAp=1=nP"t =1 [p]).

3.2 Valuations p-adiques

Proposition et définition C3.36 )

Soit p € Pet n € Z\ {0}. L’ensemble {k: e N | pF divise n} admet un plus grand élément, appelé

valuation p-adique de n et noté v,(n).

Remarque. Par convention, v,(0) = +o00. Par ailleurs v,(n) = 0 si et seulement si p ne divise pas n.

{Proposition C3.37 }

SoitneZ,pcPetkeN.
(i) vp(n) > k< p®|ne3Imez n=pm.
(ii) vy(n) =k " |net Pt tn) e IMmecZ, (n=p"met pAm=1).

.

~ Proposition C3.38 |

Soit p € P et a,b € Z.
(i) Sia|b, alors vy(a) < vy(b),
(i) vp(ab) = vp(a) + vp(b),

(iii) vp(a+b) = min(vy(a),vy(d)), avec égalité si vy(a) = vp(b).

&

— Théoréme C3.39 |

Pour tout n € Z\ {0}, il existe ¢ € Z* = {—1,1} et une famille (ap)pep d’entiers naturels, &
support fini, tels que
n=c¢ H por.

peP

De plus cette décomposition est unique : € est le signe de n et Vp € P, ay, = vp(n).
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Théoréme C3.40

Soit a,b € Z. Alors
a|bs VpeP, vy(a) < uvy(b).

\

ﬁ[Proposition C3.41 } N

Soit n € N* et aq,...,a, € Z.
n
i) vp (/\ ai> =min {vp(a;) | 1 < i< n},
i=1
n
L/

ai> =max {vp(a;) | 1 <i < n}.

"
Méthodes

e Caractériser ’égalité de deux entiers par antisymétrie de la divi-
sibilité.
e Utiliser les congruences modulo un entier.

e Déterminer PGCD, PPCM et coefficients de Bézout de deux en-
tiers.

e Caractériser la coprimalité de deux entiers.

e Décomposer un entier en produit de facteurs premiers.




