MPSI Paul Valéry Corrigé
DEVOIR MAISON N° 10

Probléme 1

1. (a) Soit (a,b), (a',b) € G. Posons (z,y) = (a,b) x (a’,"). On doit montrer (z,y) € NxZ et z? -5y =
1.
e Onadéjaz=ad +50 €Zety=ab +dbeZ Commea®—5b°=1,a® =1+ 5b* > 5b°.
Donc, comme a € N, [b|v/5 < a. De méme [V'|v/5 < a'. Ainsi, par produit 5bb'| < aa’. On en
déduit —5bb" < aa’ et donc z = ad’ + 5bb’ € N. Ainsi (z,y) € N x Z.
o 2% —5y% = (ad' +5b0')*—5(ab’ +a'b)? = (aa’)*+10aa’bh'+-25(bb')* —5(ab’)* —10ad’bb’ —5(a'b)? =
(a® = 5b%)((a')? = 5(b)?) = 1.

’ X est une loi de composition interne sur G ‘

(b) On vérifie que (1,0) est I’élément neutre de x sur G. En effet, si (a,b) € G, on a bien

(a,b) x (1,0) = (a,b) = (1,0) x (a,b).

’ (1,0) est I’élément neutre de x sur G. ‘

(c) Soit (a,b), (d’, V), (a",b") € G.

e Comme + et X sont commutatives sur Z, on a
(a,b) x (a',b') = (ad’ + 5bb',ab’ + ba') = (a'a + 5b'b,a’b + V'a) = (d',b) x (a,b).

Donc x est commutative sur G.

e De plus

((a,b) x (a’,V')) x (a",b") = (ad’ + 5bb', ab’ + ba') x (a”,b")
= (ad’a” + 5bb'a” + 5ab’b” + 5ba’'t” , aad’t” + 566’V + ab’a” + ba'a”)
(a,b) x ((a/,0") x (a”,b")) = (a,b) x (a’a” + 5V'V",d'b" + b'a")
(aa’a” + 5ab’b" + 5ba’t” + 5bb'a” , ad'V’ + ab’a” + ba'a” + 5bH'b")
((a,b) x (b)) x (a",¥")

Donc x est associative sur G.

’ X est commutative et associative sur G ‘

(d) Tl reste & montrer que tout élément de G posséde un inverse pour X. Soit (a,b) € G. On pose
(a/,b') = (a, —b). Comme (a,b) € Nx Z, (a’,V') € NxZ, et comme a® —5b* = 1, (a’)? = 5(b')? = 1.
Donc on a bien (a,b") € G. De plus

(a,b) x (a',b) = (ad’ + 50V, ab’ + ba') = (a* — 5%, —ab + ba) = (1,0).

Comme x est commutative, on a aussi (a’,b’) x (a,b) = (1,0). On a donc montré que (a,b) est
inversible pour la loi x et (a,b)~! = (a, —b). Donc

’ (G, x) est un groupe commutatif‘.
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2.

(a)

(b)

Par définition, t° = (1,0), donc (ag, bo) = (1,0). Soit n € N. On a
(Ang1,bpp1) =t =" x t = (ap, by) x (9,4) = (9a, + 20b,, 4a, + 9b,)

Donc

Gn4+1 = 9an + 20by,
bn+1 == 4CLn + gbn

(ao,bo) = (1,0) et Vn € N, {

On montre par récurrence que Vn € N, 0 < b, < a,.
Onaag=1cet bg =0, donc 0 < by < ap.

Soit n € N tel que 0 < b, < a,. On a alors 0 < 4a, < 9a, et 0 < 9b,, < 20b,,, d’otu, par
somme, 0 < 4a, + 9b, < 9a, + 20b,, et donc 0 < by 11 < apy1-

D’aprés le principe de récurrence,

VneN, 0< by <an

Soit n € N. On a 13b,, = 4b,, + 9b,, < 4a,, + 9b,, = by +1.

]vn €N, 13b, < byi1 \

Comme Vn € N, 0 < by, on en déduit Vn € N, b, < 13b,, < bp11.
Donc ’ la suite (by,)nen est strictement croissante ‘ Comme (b, )nen est une suite d’entiers naturels

strictement croissante, alors Vn € N, b, > n, donc par théoréme de comparaison,

lim b, = 4o0|
n—+oo

On raisonne par 'absurde. Si b < 4, alors comme b € Z, b € {1,2,3}. Or
e Sib=1,a>=1+5¥=6.
e Sib=2 a®=1+5b=21.
e Sib=3,a®=1+5b=46.
Dans tous les cas, on obtient une contradiction car 6, 21 et 46 ne sont pas des carrés de nombres

entiers. Donc
b>14|

Soit (a,b) € G tel que 0 < b. On considére l'ensemble A = {n € N* | b, < b}. Comme by =4 < b,
on al & A Donc A est une partie non vide de N*. Comme de plus liIJIrl b, = +o0, il existe
n—-—+0oo

ng € N tel que Vn > ng, b, > b, t.e. VN € N, n > ng = b, > b.

Ainsi, par contraposée, Vn € Nb, < b = n < ng, ce qui signifie Vn € A, n < ng. Donc A est
majoré. A admet donc un plus grand élément k. On a donc en particulier Kk € Aet k+1 ¢ A;
Donc

’il existe k € N* tel que by < b < bgiq ‘

Remarquons déja que t*71 x (t*)71 = ¢. Ainsi (ajpr1,bps1) X (ag, —br) = (9,4). En particulier,
bpi10r — apr1br = 4. D’autre part, comme k > 1, on a by > by > 0. On a alors 0 < by < b < bgy1.
Ainsi, comme z — 2 est strictement décroissante sur |0, +o0],

1 1 1

7<7<7
2 2 X 12
bk+1 b bk
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1 z .
Or, pour tout (z,y) € G tel que y > 0, on a 22 — 5y? = 1, donc — = (> — 5. On en déduit
Yy Yy
alors successivement, comme toutes les variables sont strictement positives,

2 2
Af+1 a\? ag
_ Y 5[ ZE)
(ka) 5<(b> 5\<bk) g
(akH)Q
b1

a a a
Bl _ O Ok
b
a

< Y
br41 k
ag-+1by b _
- — X Gk
bor b
ag+1bg — bpr1ax  abg — bag
~
br+1 b

bai — ab bpr1ar — ag+1b
0< k k k+10k k+1Yk

b b1

Enfin, comme 0 < b < bgy1, on en déduit que

’0 < bay — abg < bpypi1ar — apy1by =4 ‘

(d) Considérons ¢’ = g x t7 et posons (a,b') = ¢'. Par définition, ¢ € G et on a
g/ =g X (tk)il = (a,b) X (ak, —bk) = (aak — 5bbk,bak — abk).

Donc @' = aay — bbby et b’ = ba, — aby. On raisonne alors par ’absurde et on suppose b’ =
bay — ab, # 0. Alors, d’aprés la question précédente, 0 < b’ < 4. Mais, d’aprés la question 3.1,
comme b’ > 0, on doit avoir b' > 4 ce qui est contradictoire. Donc nécessairement b’ = baj,—aby, = 0.
On en déduit alors (a/)?> =14 (') =1, car ¢ € G. Ainsi ¢’ = 1, car ' € N. On a donc montré

¢ = (1,0). Comme (1,0) est Pélément neutre de G, on en déduit | g = t* |

4. Comme G est un groupe et t € G, on a {tk | k€ Z} C G, par définition des puissances d'un élément
d’un groupe. Réciproquement, considérons un élément g = (a,b) € G. On distingue trois cas :
e Sib >0, alors d’apres la question 3, il existe k € N* tel que g = t*.
e Sib=0,alors a®> =1+b* =1, donc a = 1. Ainsi g = (1,0) = ¢°.
e Sib < 0,alors g7!' = (a,—b) et —b > 0. Ainsi, d’apres la question 3, il existe | € N* tel que
gt =1t Onaalors g =t =¥ avec k = —L.

On a montré dans tous les cas Uexistence d’un entier k € Z tel que g = t*. D’ou

G:{t’“|kez}.

Probléme 2

1. Commencons par montrer que Z [\/ﬂ est un sous-groupe de (R, +).

e Par définition de Z [\/ﬂ, on a|Z [\@] CcCR\|




e Ona0=a+bV2 pour a=b=0. Donc OGZ[\/ﬁ].

o Soit z,2' €Z [\@] Il existe alors a,b,a’,b’ € Z tels que © = a+bv/2 et 2’ = a' +b'v/2. On a alors

z4+2' = (a+d)+ (b+V)V2

Comme a+a' € Z et b+b € Z, on en déduit que x+2' € Z [\/ﬁ} Donc|Z [\/5] est stable par + |.

e Soit x € Z [\/ﬂ Tl existe alors a,b € Z tels que z = a + bv2. On a alors —z = (—a) + (—b)V/2.
Comme —a € Z et —b € Z, on en déduit que —x € Z [\/ﬂ

Donc |Z [\@} est stable par passage & 'opposé |.

On a donc montré que

Z [\/ﬁ] est un sous-groupe de (R, +)

Il reste & montrer que 1 € Z [\@} et que Z [\/5] est stable par x.

e Onal=a+bvV2poura=1etb=0. Donc IEZ[\/ﬂ.

o Soit z,2' €Z [\@] Il existe alors a,b,a’, b’ € Z tels que © = a+bv/2 et 2’ = a' +b'v/2. On a alors
zx ' = (aa' + 2b0") + (ab + ba’)V/2.

Comme aa’ + 2bb' € Z et ab' + ba' € Z, on en déduit que = x 2’ € Z [\@}

Donc | Z [\/ﬂ est stable par X |.

Finalement,

Z [\/5] est un sous-anneau de (R, +, x) |.

2. (a) ’Un élément x € A est inversiblesi Iy € A,z xy=14 =y X :L"

(b) Montrons que 2 n’est pas inversible dans Z [\/ﬂ, ce qui prouvera que 7Z [\/ﬂ n’est pas un corps.

On raisonne par ’absurde et on suppose qu’il existe a,b € Z tels que 2 <a + b\/i) = 1. On a alors

2072 =1 —2a. Si b # 0, alors V2 € Q, ce qui est absurde. Donc nécessairement b = 0 et alors
2a =1, ce qui est aussi absurde puisque a € Z. Donc 2 n’est pas inversible. Finalement,

Z [\@} n’est pas un corps |.

(¢) Soit yo = —14 /2. OnayOEZ[\@} eta:oy():(l—i-ﬁ) (—1+\/§):—1+2:1. Donc

r9 =1+ V2 est inversible dans Z [\@} .

X
3. Montrons que Z [\/ﬂ est un sous-groupe de (R*, x).



Finalement,

4. (a)

X
OnaZ [\/ﬂ C R. Comme 0 n’est pas inversible, | Z [\/ﬂ C R*|.

X
1 est inversible dans Z [\/ﬂ, donc|1e€Z [\TQ}

X
Soit z,y € Z [\/ﬁ] .Onaalorsz,ycR etz Lyl ez [\@} De plus (zy) x (z7 'y~ ) = 1.

Comme Z [\/5] est stable par x, z ly~l € Z [\/5], donc xy est inversible dans Z [\@} et

X
Z [\/5] est stable par x|/

X
Soit = € Z[\TQ} CAlors z € R et 7t € Z[\/ﬂ Comme z xz ' =1letaz e Z{\@], on en

_ X
déduit que 27! est inversible dans Z [\/ﬂ, et (afl) "= o Ainsilz ' ez [\/ﬂ )

X
Z [\@} est un sous-groupe de (R*, x) |

X
Onaxg€eZ [\/5] D’aprés la question précédente, Z [\/ﬂ est un sous-groupe de (R*, x). Ainsi
X
e x)=1€Z [\/ﬁ]
X X
o 7 [\/ﬂ est stable par x, donc par récurrence immeédiate Vn € N*, xj € Z \/ﬂ .

X X
W/ [\/ﬂ est stable par passage a I'inverse. Donc Vn € N*, ;" = (xg)_l ez [\/ﬂ .

X
Ainsi, Vn € Z, ®(n) € Z [\/ﬂ . Donc | ® est bien définie |
Soit n,m € Z. On a :

O(n+m) =2l =2 x 2" = ®(n) x ®(m).

Donc ’(I) est un morphisme de groupes ‘

Par définition, le noyau de & est ’Ker@ ={neZ|®n)=1} ‘
Soit n € Z. Comme zq €]0,400[ et zg # 1, on a

dn)=1lezij=1<nhry=0n=0

Kot = (0]

Or par théoréme de cours, un morphisme de groupe est injectif < son noyau ne contient que
I’élément neutre. Donc ’q) est injective ‘

On en déduit :

Comme zo > 0, on a Vn € Z, ®(n) = zj > 0. Or —1 est un élément inversible de Z [\@} Donc

X
-1leZ [\/ﬁ] et Vn € Z, —1 # ®(n). Donc

’<IJ n’est pas surjective, donc ® n’est pas un isomorphisme de groupes ‘
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5. (a)

Soit € > 0. Soit n € Z. Comme xg > 1, on a

Ine

1y <eenlhry<lneen< .
ln.%o

Ine

nxo

Ainsin = L J — 1 € Z convient. Donc

’3n62,0<x6‘<5‘.

Soit (s,t) € R? tel que s < t. On pose ¢ = t — s > 0. D’aprés la question précédente, il existe

S
n € Z tel que 0 < zy < €. On pose alors p = { J + 1. Par définition de la partie entiére d'un

n
0
s N
nombre réel, on a alors p —1 < — < p. D’oit (p — 1)z < s < pxg. De la premiére inégalité on
x
0
en déduit pr — x5 < s, dou prj < s+xj < s+¢e =t. Ainsi, on a s < pzrj < t. Enfin, comme

pEZethEZ[ﬂ],x:prGZ{\@}.Donc

EIxEZ[\/i],s<x<t.

’Soit A une partie de R. A est dense dans R si pour tout intervalle véritable I, ANT # () ‘

Montrons que Z [ﬂ} est dense dans R. Soit I un intervalle véritable. 1l existe alors s,t € I tels

que s < t. D’apreés la question précédente il existe x € Z [\@} tel que s < z < t. Comme I est un
intervalle, on en déduit = € I.

Doncxz € INZ [\@} et INZ [\@} # (. Donc | Z [\f?} est dense dans R |.

6. On commence par montrer que Q [\@} est un sous-anneau de (R, +, x).

On a donc montré que |Q [ﬂ] est un sous-groupe de (R, +) |

Par définition de Q [\@}, ona|Q [\/5] CR|

On a0 =a+ bv2 pour a =b=0. Donc OEQ[\/ﬂ.

Soit x,2" € Q [\/ﬂ 1l existe alors a,b,a’,b' € Q tels que z = a+bvV2 et 2’ = a' +¥'V2. On a
alors
v+ = (a+d)+ (b+V)V2

Comme a+d’ € Qet b+b € Q, on en déduit que z+2' € Q [\/5] Donc|Q [\/ﬁ] est stable par + |.

Soit x € Q [\@} Tl existe alors a,b € Q tels que = = a + bv/2. On a alors —z = (—a) + (—b)V/2.
Comme —a € Q et —b € Q, on en déduit que —x € Q [\/ﬂ

Donc |Q [\/5] est stable par passage & 'opposé |.

Il reste & montrer que 1 € Q [\@} et que Q [\@] est stable par x.
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e Onal=a+bv2poura=1etb=0. Donc 16@[\@}.

e Soit z,2' € Q [\/ﬂ Il existe alors a,b,a’,b' € Q tels que z = a+bvV2 et 2/ = d +V'vV2. On a
alors
x x 2’ = (ad’ + 2bb) + (ab' 4 ba’)V2.

Comme aa’ + 2bb' € Q et ab’ + ba’ € Q, on en déduit que z x ' € Q [\/ﬂ

Donc |Q [\/ﬁ] est stable par x |

On a donc montré que |Q [\/ﬁ] est un sous-anneau de (R, +, x) |.

Pour montrer qu’il s’agit d’un sous-corps, il faut encore montrer que tout élément non nul de Q [\/ﬁ]

est inversible. Soit z € Q [\/ﬂ \ {0}. Il existe alors a,b € Q tel que z = a+bv2. De plus, (a,b) # (0,0).

On montre alors que a — bv/2 # 0 (car sinon V2 serait rationnel). On en déduit que

(a—l—b\ﬁ) X (a—bﬁ):az—%Q;&O.

D’ou

a b
(a+0v2) % (a2—2b2 - a2—2b2\/§> =t

b
Comme ﬁ eQ et s€Q z=0a+ bV/2 est inversible dans Q [\f}

-1 _ a
Etaz™ = 7o _sz\[ Donc

Q [\/ﬂ est un sous-corps de (]R, +, ><) .




