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Probléme 1

A L’inégalité de base
Soit a, b des nombres réels tels que 0 < a < b.
1
1. In est continue et dérivable sur [a,b] C R} . De plus sa dérivée, x — — est décroissante, donc V¢ € [a, b],
x

1
- <In'(t) < 3 D’aprés le théoréme des accroissements finis,
a

b_Ta < In(b) — In(a) < b;“ . (1)

2. On se propose dans cette question de démontrer cette relation d’une autre maniére.

1 .
(a) Comme précédemment, x — — est décroissante sur R’ , donc sur [a, b].
T

1 1 1
Donc |Vt € [a,b], - < = < — |
b "t "a
b b b
1 1 1 b— b—
(b) Par croissance de l'intégrale, / —dt < / —dt < / —dt, i.e. a < In(d) — In(a) < 2
o b o t 0 O b a
1 1
(c) t— 173 est continue et positive sur [a, b]. De plus elle n’est pas identiquement nulle (car a < b),
11 b1 b1
donc d’aprés la stricte positivité des intégrales, / ———=)dt >0, i.e. / —dt > / —dt, i.e.
o \t b o b o b
h—
Ta < In(b) — In(a) |
. . . . . 1 1
L’autre inégalité s’obtient de la méme maniére en étudiant ¢t +— — — —.
a

B Premiére application

3. Soit f :[0,1] — R une fonction de classe C' sur [0,1] et deux fois dérivable sur ]0, 1. On suppose que
F(0) = f(1) =0, f'(0) > 0> f'(1) et Vz €]0,1[, f"(x) < 0.
(a) f'(0) > 0 et f" est continue, donc f’ est positive sur un voisinage de 0.
Autrement dit, |il existe « €]0, 1] tel que Vx € [0, [, f'(z) > 0.

(b) f est continue sur [0, ], dérivable sur ]0,a[ et Yz €]0,af, f'(z) > 0. D’aprés l'inégalité des
accroissements finis appliquée a f, f(a) — f(0) > 0(a — 0), i.e. | f(a) > 0]

(¢) f est de classe C! sur [0,1] donc vérifie a fortiori les hypothéses du théoréme de Rolle entre 0 et
B puis entre 5 et 1.
Ainsi | il existe ¢; €]0, B[ et ¢ €]8, 1] tels que f'(c1) = f'(c2) =0




(d) f" est continue sur [c1,c2] et dérivable sur ]0,1[, donc sur ]ey, cof, donc d’aprés le théoréme de
Rolle appliqué a f’, il existe ¢ €]cy, o] tel que f’(c) = 0. Comme ey, c2 CJ0,1[, cela contredit
I’hypothése.

On a montré par absurde que f ne s’annule pas sur |0, 1[. En particulier elle est de signe constant
(conséquence du TVI). Comme f(«) > 0, |Vz €]0,1], f(x) >0 ‘
4. Soit a,b des nombres réels tels que 0 < a < b. Soit g : z — In(za+ (1 — z)b) — xIn(a) — (1 — z) In(b).

(a) Vz €[0,1}, za+ (1 —2)b =b—x(b—a) € [a,b] C RY.

Et In est de classe C* sur [0, 1].

Par composition puis somme avec une fonction affine, g est de classe C* sur [0, 1], donc vérifie a
fortiori les hypothéses de régularité de la question 3.

De plus ’g(O) =g(1)=0 ‘

=5 (a(a) — (b)), donc ¢'(0) = ° - b (in(a) — n(®)) [> 0] et

Vz € [0,1], ¢'(z) =

za+ (1 —z)b
a—2b
¢(0) = = — (In(a) ~ In()) [< 0]
" _ (a — b)2 "
Enfin, Vz € [0,1], ¢"(z) = “leat (= 2D done ‘Vm €0, 1], f"(z) < 0‘.
(b) D’apres le travail de la question 3, Vz €]0, 1], g(z) > 0, i.e.

’1n (za+ (1 —x)b) > zln(a) + (1 — z) In(b) ‘

Cela montre que la courbe de In se situe au-dessus de la droite (la corde) reliant les points
d’abscisses a et b sur sa courbe représentative. Voir les questions de convexité & venir pour plus
de détails.

Deuxiéme application

5. Soit k € N*. En appliquant (1) aveca=ket b=k +1,0n a

1
—— < In(k+1) —1In(k
k+1<n(+) n(k) <

| =

2n 2n 2n
1 1
6. Soit n € N*. On a alors E Pl < g (In(k+1) —In(k)) < E =
k=n+1 k=n+1 k=n+1

2n 2n
1
Par télescopage, cela donne Z Pl < Z (In(2n+1) —In(n+1)) < S,.
k=n-+1 k=n+1

2n 1 42 1 1 )

L i b t pé ] . _— —_ = S — .
e premier membre peut se réécrire k2rlk+1 k2r2k e +2n+1 +2n+2
—n _—

Ainsi la seconde puis la premiére inégalité donnent
2n+1 < g <1 2n+1 n 1 1 1
n n — — .
n+1 " n+1 n+l 2n+1 2n+2

D’aprés le théoréme des gendarmes, | S, — In(2) |.




Un peu plus loin

. La fonction In est dérivable sur R’ et Vx > 1, In(z) € R7.

Par composition, Inoln est dérivable sur |1, 400l

Soit k € N tel que k > 2. Comme [k, k + 1] €]1, +o0[, Inoln est continue sur [k, k + 1] et dérivable sur
|k, k + 1[. D’apres le théoréme des accroissements finis, il existe t €]k, k + 1] tel que In(ln(k + 1)) —
In(In(k)) = (Inoln)’(¢).

En écrivant t = k+c avec ¢ = t—k €]0, 1] et en calculant I’expression de (InolIn)’, on obtient I'existence
de ¢ €]0, 1] tel que

1
(k4 c)ln(k+c) |

In(In(k + 1)) — In(In(k)) =

1 . o . ; . .
. Comme z — 2n(@) est strictement décroissante sur [k, k+1] (comme inverse d'une fonction strictement
zn(z

croissante par exemple, ou en calculant la dérivée), on a

1

In(In(k + 1)) — In(In(k)) < Rk |

. Soit n > 2. En sommant de 2 & n, on obtient aprés télescopage In(In(n + 1)) — In(In(2)) < T,.

Or In(In(n + 1)) — +oo donc par comparaison ’ (T},) diverge vers +o0o ‘




