MPSI Paul Valéry 18/01/2025
DEVOIR SURVEILLE N° 5

Les résultats devront étre |encadrés |

Si le candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il ’indique sur sa copie et
poursuit en expliquant les initiatives qu’il a été amené a prendre.

1. (a) Soit n € Z\ {0}.
Supposons qu'’il existe m € Z tel que n = m3. Comme n # 0, m # 0. Soit p € P. On a
vp(n) = 3vp(m), done 3 | vp(n).
Supposons Vp € P, 3 | v,(n). On décompose n en produit de facteurs premiers. Il existe un
ensemble fini ) de nombres premiers et € € {—1,1} tel que :

n=«¢ H p”f’(").

peEQ

Par hypotheése, pour tout p € P, il existe oy, € N tel que vp(n) = 3ay. On pose alors m =
€ H p*?. On a alors :
PEQ
3

m3=1e H pozp — 3 H p3ap —¢ H pup(n) = n.

PEQR PER PEQR

Donc |n est un cube parfait si et seulement si Vp € P, 3 | v,(n) |.

(b) Soit u,v € Z tels que u A v = 1. On suppose que n = uv est un cube parfait.

e Tout d’abord, si n = 0, alors u ou v est nul. Quitte & échanger u et v, on peut supposer u = 0.
Comme u Av = 1, nécessairement v = 1 ou v = —1. Ainsi u et v sont bien des cubes parfaits.

e Supposons n # 0. Soit p € P. D’apreés la question précédente, 3 | vp(n). Comme u Av =1 et
n = uv, on a min{vy(u),vp(v)} = 0 et vp(u) + vp(v) = vp(n). On en déduit :
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Dans les deux cas 3 | vp(u) et 3 | vp(n).

Donc, d’aprés la question précédente, |u et v sont des cubes parfaits ‘

2. (a) Posons 6 = (y+4) A (y —4). 6 divise alors (y +4) — (y —4) = 8. Or, comme y est impair, y + 4
est impair, donc § est nécessairement impair. Comme le seul diviseurs positif impair de 8 est 1,
on en deduit (y + 4) A (y — 4) = 1. D’autre part, on a (y + 4)(y — 4) = y*> — 16 = 2°. D’apres

la question 1b, |il existe a,b € Z tels que y +4 = a® et y — 4 = b |. Enfin, comme y est impair,

y+4= a® et y—4= b3 sont impairs, donc ’a et b sont impairs‘ aussi.

(b) Ona8=10a* -0 = (a —b)(a®> +ab+?). Or, comme a = 1 [2] et b=1[2],a —b =02 et
a® +ab+b%> =1 [2]. De plus, comme a® > b%, a > b et donc a —b > 0 et a® + ab+b* > 0. Comme
le seul diviseur positif impair de 8 est 1, on en déduit a® +ab+b? = 1 puis . On obtient

enfin (b+8)% 4+ (b+8)b+1b*> —1 =0, i.e. 3(b* +8b+21) = 0. D’ou]b2+8b+21:0\.
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7.

()

()

Le discriminant du trinome 22 +8z+21 vaut A = 82—4x21 = —20, donc I'équation 2°+8z+21 = 0
n’a aucune solution réelle, ni, a fortiori, entiére.

Aucun couple (z,y) € Z* avec y impair ne vérifie y* = 3 + 16 |.

Comme y est pair, il existe t € Z tel que y = 2t. On en déduit 23 = 4t> — 16. Ainsi 2> est pair
et donc z est pair. Il existe alors s € Z tel que x = 2s. On obtient alors 4t = 8s + 16, d’ou
t? = 253 + 4. Ainsi 2 est pair et donc t est pair. Il existe alors v € Z tel que t = 2v. On en déduit
enfin 283 = 40 — 4, d’ou s% = 20? — 2. Donc s est pair et donc s est pair. Il existe donc u € Z
tel que s = 2u. Finalement, x = 2s = 4u et y = 2t = 4v. Donc |z et y sont divisibles par 4 ‘

On a y?> = 2° 4 16, d’on 16v* = 64u> + 16 et donc v? = 4u® + 1. Donc v? est impair, donc
st

On a v? = 4w? + 4w +1 = 4u® + 1, d’ott w(w + 1) = u>. De plus, comme (w+1) —w =1, w et
w + 1 sont premiers entre eux, d’aprés le théoréme de Bézout. Donc, d’aprés la question 1b,

w et w + 1 sont des cubes parfaits ‘

11 existe alors a,b € Z tels que w + 1 = a® et w = b®. Comme a® > b3, a > b. D’autre part, on a
1=2a®-b%=(a—b)(a®+ab+b*), donc a — b divise 1. On en deduit a —b = 1 et a® +ab+b* = 1,
puis (b+1)> + b+ 1)b+b> =1, 4. 3b(b+1) =0. On adonc (b =0et a=1) ou (b= —1 et
a = 0). Dans les deux cas, u® = w(w + 1) = a®b> = 0, donc = = 4u =

Soit x,y € Z.

Supposons y? = z° + 16. D’apreés les questions précédentes, y est nécessairement pair et alors,
dans ce cas, z = 0. On en déduit 3? = 16, et donc y = 4 ou y = —4.

Réciproquement, si z = 0 et (y = 4 ou y = —4), alors on a bien y? = 2> + 16.

L’ensemble des couples (z,y) € Z* tels que y* = 2 + 16 est {(0,4), (0, —4)}.

Soit a € Z. T suffit de calculer la congruence de a® modulo 8 en fonction de la congruence de a modulo

8.

Donc | a” est congru & 0, 1 ou 4 modulo 8|

a] Jol1[2]3]4]5]6
B lof1]4a1]o|1]4]1
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Soit b € N tel que b =3 [4]. On écrit la décomposition de b en facteurs premiers. Il existe un ensemble
fini B de nombres premiers et 8 : B — N* tels que :

h— H pB(P)_

pEB

Comme b = 3 [4], b est impair, donc tous les nombres premiers de B sont impairs et donc congrus a 1
ou 3 modulo 4. Supposons qu’ils soient tous congrus & 1 modulo 4. On en déduirait alors b = 1 [4], par
produit de congruences. Cela contredit notre hypotheése.

Donc ’b est divisible par un nombre premier congru & 3 modulo 4|.

(a)

Supposons z pair. Il existe alors a € Z tel que = 2a. On en déduit y? = 84> + 7, donc y?> = 7
[8]. Or d’apres la question 5, un carré parfait ne peut pas étre congru a 7 modulo 8.
Donc |z est impair |



(b) Posons b = (x — 1)2 + 3. Tout d’abord, b € N. Comme x est impair, il existe a € Z tel que
z = 2a+ 1. Ainsi b = 84 + 3, donc b = 3 [4]. D’aprés la question 6,

(x — 1)? + 3 est divisible par un nombre premier p congru a 3 modulo 4.

(c) Par la formule de Bernoulli, on a 2% +8 = 2° + 2° = (z + 2)(2? — 22 +4) = (v +2)((z — 1)* + 3).
D’aprés la question précédente, p | (z — 1)% 4+ 3. On en déduit 2% + 8 = 0 [p] et donc 4> +1 =0

[p]. Donc |32 = —1 [p]|.

8. Soit (x,y) € 72 tel que y? = 2® + 7. D’aprés les questions précédentes, il existe un nombre premier p
tel que p = 3 [4] et y? = —1 [p]. En particulier, y est premier avec p. Donc, d’aprés le petit théoréme de
Fermat, y*~ ' = 1 [p]. Or, comme p = 3 [4], il existe k € N tel que p = 4k+3. Ainsi p—1 = 2(2k+1). On
a donc yP~1 = (yH)?*! donc y? = (1) = —1 [p]. On a donc montré 1 = —1 [p], ce qui équivaut
a p| 2. Cela est absurde.

Aucun couple (z,7) € Z? ne vérifie y* = 2% + 7.

Probléme 2

1. Sin =0, '"énoncé de la formule de Taylor-Lagrange devient : soit f continue sur [a, b] et dérivable sur
la, b[, il existe ¢ €]a, b] tel que
f) = f(a) + (b—a)f'(c)
b—
(b—a)" L O (a) qui est bien égal & f(a).

On retrouve exactement |’ enonce du théoréme des accrmssements ﬁms

Ceci puisque la somme de la formule est réduite & un terme

_ _ p\n+1
2. (a) Ona o(b) = f(b) — (Z (b k!b) f(k)(b)) - A% = f(b) = f(b) = 0. Donc | (b) = 0|
n —a k —a n+1
(b) On veut avoir ¢(a) = 0, c’est-a-dire : f(b) — (Z (b i ) f(k')(a)) - A(b(n+)1)! = 0, pour cela

il suffit de prendre
A= (b—a) n+1( Z f ))
k=0

[FA R, p(a) = o(b) \

(¢) La fonction ¢ est une somme de produits de fonctions polynomiales par les dérivées de la fonction
f jusqu’a 'ordre n, toutes ces fonctions sont continues sur [a, b] et dérivables sur |a, b puisque f
est de classe C" sur [a, b] et dérivable n + 1 fois sur ]a, b[. La fonction ¢ est donc continue sur [a, b]
et dérivable sur |a, b]. Avec les régles usuelles de dérivation des sommes et des produits, on a pour

tout t €]a, b :
/ / "L —k(b— )1 b—t)* —(n+ 1 -t)"
Pt = t—f(t) _(;<(k!)fk(t)+( k!> f(k+1)(t)))—A ( (ng(l)! )
n -1 1k A
e (5 (G - U o)) el
k=1
= 1)+ 50 - o- )f(”“()JrA(bmt)
_ _(b n!t)“ n+1)()+A(b n!t>



On a pu simplifier ce calcul en reconnaissant une somme télescopique. On a trouvé ’expression
de ¢'(t) annoncée :

(b—t)"

n!

(b—1)"
n! |

Vt €la,b], ¢'(t) = — FOD@) + A

(d) La fonction ¢ vérifie les hypothéses du théoréme de Rolle :
e  est continue sur [a, b], nous I’avons justifié a la question précédente.
e  est dérivable sur ]a, b[.

e p(a) = p(b).
Il existe alors ¢ €]a, b tel que ¢'(c) = 0. Or
(b—o)"

(b— C)"f(n-i-l)(c) + A — 0= A= f(n—i—l)(c)

/ — —_
ple) =0 n! n!

La formule de Taylor-Lagrange découle alors de 1'égalité ¢(a) = 0 puisque

_ (N b—a)f g (nt1) (0= )"
@(a)—()@f(b)—(;o w S P@) S
On a bien démontré que
=~ (b—a) (nt1) (0 — )"
3 b b) = — " —
¢ €la,bl, f(b) (H a V@) 1S
(a) Notons I =] — 1, 4o0[. La fonction f est de classe C* sur I par composition car :

Ve el, 1+2€R} et In est de classe C* sur RY,

En calculant les premiéres dérivées de f, on peut conjecturer, pour n € N*, la formule

—1)"(n - 1)!
Veel, fm() = ¢
: / 1 . L )
Pour tout x € I : f'(z) = , ce qui correspond bien & la formule annoncée pour n = 1.
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On fixe n € N* et 'on suppose que

Ve el, f™(z) = (=)t (n—1)!

(+a)

On dérive la relation précédente :

—1)" (= 1) —1)"n!
Ve el, f(n+1)(:1:) = —n( (])_+.C6()n+l ) = (1(4_:2)714-1

, ce qui démontre que H,+1 est vraie et achéve la récurrence.

(1) (n - 1)!
R

VneN* vzel, fO(z)=




(b)

Dans toute la suite n désigne un entier naturel. Soit x €]0,1], on va appliquer la formule de
Taylor-Lagrange sur 'intervalle [0, x] & la fonction f. Les hypothéses sont vérifices puisque f est
de classe C* sur I donc en particulier de classe C*° sur [0, z]. Ainsi

n (k) nt1
dc €]0,z[, In(1+z) = Z / k'(o)xk + (;+ 1),f(n+1)(6).
k=0 i )

On remarque que cette relation est également vraie pour x = 0. Finalement,

f(k)(o) . l,n-i—l
Ko T (1)

f(n-l—l)(c) i

Vz €[0,1], 3¢ >0, In(1+2x) = Z
k=0

On reprend la formule précédente en isolant le terme k& = 0 dans la somme :

"L (=D)F R = 1)k " (—1)"n!
1], 3 In(1 =In(1
Vo €[0,1], 3¢ >0, In(1 +x) n( )4’; k! (1+ )"t (n+1)!
En simplifiant cela donne
n (_1)k71xk xn+1(_1)n

Vz € [0,1], 3¢ >0, In(1+z) =

k’ + (1+c)7l+1(n+1) :

k=1

Comme ¢ > 0, on a (1 +¢) > 1 donc (14 ¢)"™ > 1, ainsi en reprenant I'expression précédente,
on a pour tout z € [0, 1]

n (_1)k—1xk x”'H(—l)” pntl
w235 <
In(1+2) kzl 2 O+l S wmrD
ce qui démontre bien que
n -1 k—1,.k n+1
Vne N, Yo 01], [ 4a)- S DT 2
P k n+1

Prenons x = 1 dans ’'inégalité précédente.
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(—1)k‘1‘ 1

11'1(2) — > )
Pt k n+1

Vn € N¥,

ce qui démontre que :

lim T, =In(2)|

n—-+00

On part de la relation que 'on a supposée vérifiée :
ae’? +bet+c=0cac+btce ! =0 actce !t =—-be f(1)= -0

Or b est un entier, ainsi

f(1) eZ|



(b) 1l s’agit d’appliquer la formule de Taylor-Lagrange a la fonction f sur Uintervalle [0, 1]. Les hypo-
theses sont vérifiées puisque la fonction f est de classe C™ sur R. Comme le réel ¢ fourni par la
formule dépend de n, nous le notons ici ¢p41.

" fk) (n+1)
k=0 ’ :

(c) D’apres la relation précédente, on a

~ fW0) D (enqa)
1) - kL (n+1)!+

. On multiplie par n! :
~ [Pt fO ()
| — =
f(Ln! P k! n+1

[e=]

Montrons que les différents termes du membre de gauche sont des entiers relatifs :

e La fonction [ est de classe C*° sur R et pour tout réel x et tout entier naturel k, on a
F®)(z) = ae® + (—1)Fce™™ ; en particulier f*)(0) = a+ (—1)*c € Z car a et ¢ sont des entiers.

|
e Pour tout k € [0, n], % eN.

(n+1)
f (Cnt1) est un entier relatif|.
n+1
D’autre part, on a :
f(n+1)(cn+1)’ B ‘aecnﬂ + (=) et < lale+ Il 0
ntl | n+1 ool e

en utilisant l'inégalité triangulaire et le fait que e“*+! < e et e”“**! <1 car ¢,41 €]0,1].

n—+00 n+1 '
, . F0 () N e
(d) La question précédente nous apprend que ) est une suite d’entiers relatifs qui converge

vers 0, donc la suite est stationnaire (voir exercice classique de suites), c’est-a-dire que
SN €N, Vo> N, [ (¢, 1) = ae™ ! 4 (=1)" et = 0,

Comme une exponentielle est strictement positive ceci implique que : Vn > N, a et (—1)”“0 sont
de signes opposés. Ceci n’est possible que si a = ¢ = 0 et puisque ae? + be + ¢ = 0, on en déduit
que b = 0. C’est absurde car on a supposé que a, b et ¢ ne sont pas tous les trois nuls.

Il est impossible que ae® + be + ¢ = 0 avec (a,b,c) € N3\ {(0,0,0)} ‘

Remarque. Le nombre e est transcendant, c’est-a-dire qu’il n’est racine d’aucun polynéme non
nul & coefficients entiers, mais c’est plus difficile & démontrer.



Probléme 3

Les fonctions héldériennes dont nous voyons ici la définition et quelques exemples sont une famille de
fonctions qui joue un réle important en analyse. Otto Hélder était un mathématicien allemand de la fin du
XIX® siécle.

1.

3.

Soit a € I, démontrons que f est continue en a. Comme f est a-holdérienne, il existe K € Ry tel que
pour tout ¢ € I,
[f(x) = fla)| < K|z —al®.
Comme a > 0, on a lim |z — a|® = 0. De I'inégalité précédente, on déduit que lim |f(z) — f(a)] =0 et
T—a T—a

par suite ligﬂ f(x) = f(a). Cest la définition de la continuité en a.
r—a

’f est continue sur ‘

Si I est un segment, f’ est continue sur un segment donc bornée (et atteint ses bornes). Soit K le
maximum de |f’| sur I.
Soit w,y € I. f est continue sur [z,y] et dérivable sur |z, y[, et | f'| est majorée par K sur |z, y[. D’aprés

I'inégalité des accroissements finis, |f(z) — f(y)| < K|z — y| donc ’f est 1-holdérienne ‘

(a) Soit z € I\ {a}, avec la définition de f a-héldérienne, on a

f(x) — f(a)

r—a

< K|z —al* L.

Comme a > 1, on a lim |z — a|*' = 0. Ainsi
r—a

i J@ = 1)

r—a T —a

=0|

(b) D’aprés la question précédente, la fonction f est dérivable sur I et pour tout a € I, on a f'(a) = 0.
Donc

’ f est constante sur [ ‘

(a) Il s’agit de démontrer qu'il existe K € Ry tel que
V(x,y) €RE, Vo — iyl S KV]z -yl

Supposons sans perte de généralité 0 < z <y, on a: /zy > Va? = z donc y— 2z \/y+z < y—u,
cest-a-dire (\/y —/)? <y — x. En passant a la racine carrée, il vient |\/y — vz| < /|y — z|. On

a démontré que
V(z,y) € RY, Vo — Vil < Vlx —y]

et par conséquent

1
f est §—h61dérienne .

1
(b) Soit g € Ri\{i}, on suppose, par absurde que f est S-héldérienne, en particulier en appliquant

la définition avec y = 0 et x > 0, on sait qu’il existe K > 0 tel que

Ve >0, Vo< KiP Ve >0, 23 P <K



1
e 5if< 3 lim x2? = 400, ce qui est absurde.

T—+00

1
e Sif>—, lim 23 P = 400, ce qui est absurde.
2" z—o0t

1
f est B-holdérienne si et seulement si 8 = 3|

5. (a) i. La fonction ¢ est dérivable sur R* et pour tout z > 0: ¢/(t) = a[(1 +1)* ' —t*71]. Or la
fonction z — %! est décroissante sur R* puisque a—1 < 0, donc pour tout ¢ > 0, ¢'(t) <0
et par conséquent

’gp est, décroissante sur R ‘

ii. D’apres la question précédente, on a pour tout t > 0, p(t) < p(0) = 1.

V>0, () <1]

(b) Soit (z,y) € (Ry)?%, si y = 0 l'inégalité est trivialement vérifice. Sinon, on a

(z+y)* —a% = y°| (1+§)“_(§)“ | <.

<1 d’aprés la question précédente

D’autre part, (z +y)* — 2% > 0 comme x et y sont positifs et o > 0. Finalement,

W(a,y) € R)2 0< (e +1)° —2” < y°)

(¢) Soient (u,v) € (R4)?, on suppose u > v par exemple et 'on applique la formule précédente avec
r=vety=u—wv, cela donne

u® —v® < (u—wv)®, Ccdest-a-dire : [u® — v < |u —v|*

Ce qui est la définition de g, a-hdldérienne avec K = 1.

’ Jo est a-holdérienne ‘

6. (a) Par croissances comparées, x In(x) —0> 0, donc ’h est prolongeable par continuité en O |.
z—

(b) Supposons que h soit 1-héldérienne et soit alors K € R tel que

Va,z €]0,1], |h(z) — h(a)| < K|z — al.

1 1
En posant x < 3 et a =2z, on a Vx < 2’ |zlnz — 2z1n(22)| < K.
Or |zlnzx —2xIn(2z)| = |rlnz —22(In2+Inz)| = |zlnx + 2x1n2|. D'ou |[zrInz +221n2| < Kz,
je. [IInz+2mn2| < K.
L’examen de la limite en x — 400 met en évidence une contradiction. On a donc montré par
I’absurde que

’h n’est pas 1-holdérienne ‘




(c) Soit a €]0, 1[. Soit x,y €]0, 1]. Quitte a les échanger, on suppose = < y.

h(y) — h(z) =ylny —zlnz
=ylny—xny+zxzlny—zlnzx

=(y—z)lny+zln (%)

:(y—x)lny—l—mln(l—i—y_x).

X

Or Vu > -1, In(1 4+ u) < u, donc1c1ln( +y—x> <y_x<y—x(carx<1).

Finalement, [h(y) — h(x)| < (y - 2)(|Tny| + 1) < (y — 2)* [(y - 2)*~ (I ny| + 1)].

Or (y — :B)O‘ Yny| +1) <y 1(|Iny| + 1).

Et y — y* }(|Iny| + 1) est continue sur [0, 1], aprés Pavoir prolongée par continuité en 0, donc
elle est bornée par un certain K € R’ , qui permet d’écrire

[h(y) — h(z)| < Ky — 2|




