CHAPITRE C4

POLYNOMES

Dans toute la suite, K désigne R ou C.

1 Structure

1.1 Anneau des polynémes

~Définition C4.1 }

On appelle polyndéme a coefficients dans K une suite (ay)ren d’éléments de K nulle & partir d’un
certain rang, i.e. telle que
dN e N, Vk > N, a; = 0.

\>

(:(Proposition et définition C4.2 )

Soit P = (ag,...,an,0,...) et Q@ = (bo,...,bn,0,...) deux éléments de K[X] et A € K.
e la suite (Aag)gen est un polynoéme, noté A - P ou AP;
e la suite (ax + bx)gen est un polynéme, noté P + @ et appelé la somme de P et Q;

e la suite (c¢x)ren définie par
k

VEEN, o= aibp_
k=0

est un polynoéme, noté P x @Q = (co,...,Cp,...) et appelé produit de P et Q.

\>

Notations.
e On note 1 le polynoéme (1,0,...).
e On note X le polynome (0,1,0,...).

e On note naturellement X" le produit n fois de X par lui-méme, qui donne

n zéros

e Avec ces notations, P = (ag,...,an,0,...) sera noté
n
P=ay+aX +... +a, X" => a,X" = P(X).
k=0
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ﬁ[Proposition C4.3 }

(K[X], 4+, x) est un anneau commutatif dont le neutre pour + est le polynome nul 0 = (0)xey et
le neutre pour x est polynéome 1 = (1,0,0,...).

-

—(Définition C4.4 }

n
Soit P, @ € K[X] avec P(X) = Z arX*. La composition des polynomes P et Q est le polynéme
k=0

(Po@)(X) =) aQ(X)"
k=0

P o Q) défini par

\>

—(Définition C4.5 }

n

Soit P = Zaka avec a, # 0. Alors on appelle
k=0
(i) degré de P lentier n, noté deg(P). Autrement dit

deg(P) = max{k € N | a;, # 0}.

(ii) terme dominant de P le monéme a, X" et coefficient dominant le coefficient a,, que
l’on notera cq(P),

(iii) polynome constant un polynome de degré 0,

(iv) polynéme normalisé ou unitaire un polynome dont le coefficient dominant vaut 1.

\>

Remarque. Par convention, le degré du polyndéme nul est —oo

Notation. On note K, [X] I’ensemble des polynémes de degré inférieur ou égal a n.

ﬁ[Proposition C4.6 }

Soit P, Q) € K[X] et A € K. Alors

(i) deg(AP) < P

(i) si A # 0, alors deg(AP) = deg(P) et ci(AP) = Acq(P),

deg(P + @) < max(deg P,deg @),

si deg(P) < deg(Q), alors deg(P + Q) = deg(Q) et cq(P + Q) = cqa(P),
deg(P x Q) = deg P + degQ et ci(PQ) = cq4(P) x cq4(Q),

)
)
)
)
)
) si deg(Q) > 1, alors deg(P o Q) = deg(P) deg(Q).
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Proposition C4.7 }

Soit P,@ € K[X]. Alors PQ =0< P =0 ou Q = 0. Autrement dit, K[X] est integre.

Proposition C4.8 }

Soit P € K[X]. P est inversible si et seulement si P est constant non nul.

1.2 Fonctions polynomiales

—(Définition C4.9 } N
n
Etant donné un polynéme P = Zaka € K[X], on appelle fonction polynomiale associée a
k=0
P la fonction _
P:K —» K
n
T Z apa®.
k=0
> 2/
~={Proposition et définition C4.10 ) N
L’application ev, : K[X] — K est un morphisme d’anneaux, vérifiant égale-

n
P — P(z)= Zakxk
k=0

ment

VP € K[X], VA € K, evy(AP) = Aev,(P)

et appelé morphisme d’évaluation en x.
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/:[Déﬁnition C4.11 (Polynome dérivé)} N

n
Soit P =) apX* € K[X].
k=0
e On définit alors le polyndéme dérivé de P par

n
P =a1 420X +...+na, X" ! = Z kap X+,
k=1

e On définit pour tout k£ € N le k-iéme polyndme dérivé par
> pO) = p
> vk e N, pltD) = [PW}

/

ﬁ[Proposition C4.12 } N

Soit P € K[X] de degré n € N.
(i) sin > 0, alors deg P’ = deg P — 1 et cq(P’) = ncy(P),

(ii) P est constant si et seulement si P’ = 0.

. J

Remarque. Cette propriété sur le degré de P’ ne se généralisera qu’a un corps K de caractéristique nulle.

ﬁ[Proposition C4.13 } N

Soit P, @ € K[X] et «, 5 € K. Alors
(i) (P +5Q) = aP'+5Q’;
(il) (PQ) = P'Q+PQ".

(iii) Soit n € N. On a la formule de Leibniz :

/—[Proposition C4.14 (Formule de Taylor)] ~

Soit n € N et P € K,[X]. Soit a € K. Alors

" pk) (g
P:kzp k!( )(X—a)k.
=0
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2 Arithmétique des polynémes

2.1

Division euclidienne

Définition C4.15 (Divisibilité) }

Soit A, B € K[X]. On dit que A divise B, ou que B est divisible par (ou un diviseur) de A, et
on note A | B ¢l existe @ € K[X] tel que B = A x Q. On dit alors aussi que B est un multiple
de A.

\

-

ﬁ[Proposition C4.16 }

Soit A, B,C,D,U,V € K[X].

(i) Si B#0et A| B, alors deg A < deg B.
(ii) SiA|Bet A|C,alors A | (UB+VC).
) Si A|BetC|D,alors AC | BD.

) Si (AB) | (AC) et A#0, alors B | C.

(ii

(iv

-

ﬁ[Proposition C4.17 }

La relation de divisibilité est réflexive et transitive.

(:[Proposition et définition C4.18 )

Soit A, B € K[X]. Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) A|Bet B|A.
(ii) A| B et deg A = deg B.

(iii) IN e KX, A= AB.

Dans ce cas on dit que A et B sont associés et on note A ~ B.

\

/:[Théoréme et définition C4.19 (Division euclidienne)}

Soit (A, B) € K[X]?, B étant différent du polynéme nul. Alors il existe un unique couple (Q, R) €

K[X]? tel que
e A=BQ+R,
e deg R < deg B.
On dit que @ est le quotient et R le reste de la division euclidienne de A par B.
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Remarque. C’est le degré qui joue ici le role d’indicateur de « stricte décroissance » du processus (variant
de boucle dans l'algorithme d’Euclide notamment). Une telle fonction (valeur absolue sur Z, deg sur K[X])
s’appelle un stathme euclidien. Un anneau disposant d’une division euclidienne s’appelle un anneau
euclidien et on peut y définir toutes les notions arithmétiques déja vues sur Z et rappelées ici dans K[X].

2.2 PGCD, PPCM
Notation. Notons Div(A) I’ensemble des diviseurs d’un polynéme A € K[X] et plus généralement Div(A, ...
{PeK[X]|Vie[l,n], P|A;}.

(i) Pour tout A € K[X], Div(A4,0) = Div(A).
(ii) Si A= BQ + R, avec A, B,Q, R € K[X], alors Div(A4, B) = Div(B, R).

r:[Proposition et définition C4.21 ] N

Soit A, B € K[X].
(i) Il existe D € K[X], Div(A, B) = Div(D). Un tel polynéme est appelé¢ un plus grand
commun diviseur (PGCD) de A et B.

(ii) Tous les PGCD de A et B sont associés.

(iii) Si A# 0 ou B # 0, les PGCD de A et B sont les éléments de Div(A, B) de degré maximal.
Parmi eux, un seul est unitaire, appelé le PGCD de A et B, noté A A B.

(iv) Par convention, si A=B =0, AANB=0.

/:[Proposition et définition C4.22 ] N

Soit A, B € K[X].
(i) Si A # 0 ou B # 0, tout multiple commun a A et B de degré minimal est appelé un plus

petit commun multiple de A et B. Tous les PPCM de A et B sont associés. Parmi eux,
un seul est unitaire, appelé le PPCM de A et B, noté AV B.

(ii) Par convention,si A=B =0, AV B =0.

Remarque. On importe du cas de Z les propriétés sur les PGCD et PPCM, ainsi que I'algorithme d’Euclide
pour déterminer un PGCD. On étend également ces définitions au cas d’un nombre fini de polynoémes.
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ﬁ[Proposition C4.23 } N

Soit n € N, Ay, ... 4, € K[X].

(i) VD € K[X], D | (/n\ AZ-) < Vie[l,n], D| A;.
=1

(ii) VM € K[X], (\n/ AZ-) | M & Vie[ln], A; | M.
i=1

2.3 Bézout

Théoréme C4.24

Soit n €N, Ay, ... A, € K[X]. Tl existe Uy, ..., Uy, € K[X] tels que Y AU; = [\ A;.
=1 =1

ﬁ[Proposition C4.25 } N

Soit n € N, Ay,... A, € K[X] et B un polynéme unitaire de K[.X].

@) \(BA)=B (/\ A>
=1

i=1

(ii) sin# 0, alors \/(BA;) = B <\/ Ai>.

i=1

Définition C4.26 }

Soit A, B € K[X]. On dit que A et B sont premiers entre eux lorsque A\ B = 1.
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—{(Définition C4.27 }

Soit n € N, Ay,... A, € K[X].

(i) On dit que les Ay, ..., A, sont premiers entre eux dans leur ensemble lorsque
n
A; =1.
i=1
(ii) On dit que les A1, ..., A, sont premiers entre eux deux a deux lorsque

Vi,je[Lin],i#j=ANA; =1

\>

/:[Théoréme C4.28 (Bézout)}

(i) Soit A,B € K[X]. ANB =1« 3U,V € K[X] tels que AU + BV = 1.

=1 =1

\\a

ﬁ[Proposition C4.29 }

Soit A, B,C € K[X].

(i) SSAAB=1et C|B,alors ANC = 1.

(ii) SStAAB=1et ANC =1, alors AN (BC) =1.
(iii) Si AN B =1, alors Vp,q € N, AP A B = 1.

2.4 Gauf

= Théoréme C4.30 (Gauf) |

Soit A, B,C € K[X]. Alors
(A|BCet ANB=1)=A|C

\

— Théoréme C4.31 |

Soit A, B € K[X].
(i) SSAANB=1, alors AV B = AB.
(i) (ANB)(AV B) = AB.
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3 Racines d’un polynéme

3.1 Racines

Définition C4.32 )

Soit P € K[X] et o € K. On dit que o est une racine ou un zéro de P si P(a) = 0.

— Théoreme C4.33 |

<
(i) Soit P € K[X] et a € K. Alors
« est une racine de P & (X —a)|P.
(ii) Soit P € K[X] et oy, ..., € K deux & deux distincts. Alors
T
ai,...,qp sont racines de P & (H(X - ozi)> | P.
i=1
\ J
H\’:\’:‘(.?;)rollaire C4.3_4‘:_ o N
Soit n € N.

(i) Tout polynéme non nul de degré inférieur ou égal a n admet au plus n racines.

(i) Soit P € K[X] un polynome de degré n et ¢, son coefficients dominant. Si P admet deux
racines deux & deux distinctes aq,...,a, € K, alors

(iii) Tout polynoéme de degré n qui admet au moins n + 1 racines est le polynéme nul.

(iv) Soit P,Q € K,[X] et ai,...,ant1 € K deux a deux distincts. Si Vi € [1,n + 1], P(a;) =
Q(a;), alors P = Q.

Remarque. Ceci montre la bijectivité de la correspondance entre polynémes et fonctions polynomiales

P+ P. Ce résultat est généralisable avec K un corps quelconque, dés que ce dernier est infini.
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3.2 Racines multiples

(:[Déﬁnition C4.35 (Racines multiples)} N

Soit P € K[X]. Soit a € K.

(i) On appelle ordre de multiplicité de « en tant que racine de P entier v, (P) défini par
Vo(P) = max{k € N| (X — )" | P}.

(ii) Une racine d’ordre 1 est une racine simple

(iii) Une racine d’ordre strictement supérieur & 1 est une racine multiple.

Proposition C4.36 }

Soit P € K[X] et a € K. Alors vo(P) > p si et seulement si (X — a)? | Q.

{Proposition C4.37 } N

Soit P € K[X] et o € K. Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) va(P) = p,
(i) (X —a)P |Pet (X —a)PtP,
(iii) il existe @ € K[X] tel que
e P=(X—a)fQ,

e Q0) £0.
. J
(:[Théoréme C4.38 (Caractérisation de la multiplicité d’une racine)} N
Soit P € K[X], p e N* et a € K.
(i) va(P) = p si et seulement si P(a) = P'(a) =...= PP V(a) = 0.
(ii) vo(P) = p si et seulement si P(a) = P'(a) = ... = PP~ (a) = 0 et P?P)(a) #£ 0.
\o =/

Remarque. Cette caractérisation, comme les précédents résultats sur les polyndmes dérivés, ne s’étend
qu’aux corps de caractéristique nulle.

10
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ﬁ[Proposition C4.39 } ~
Soit P,Q € K[X] et o € K.
(i) Si ve(P) = 1, alors ve(P') = ve(P) — 1.
(ii) si P | @, alors v, (P) < v4(Q),
(iif) va(PQ) = va(P) + va(Q),
(iv) va(P + Q) = min{v,(P),v.(Q)} avec égalité si v, (P) # va(Q).

& J
— Théoréme C4.40 | N
Soit P € K[X], a1,...,q, des éléments distinct de K et vq,...v,. € N. Les assertions suivantes

sont équivalentes.

(i) Pour tout ¢ € [[1,7], o; est une racine de multiplicité v; de P.
(i) Il existe @ € K[X] tel que
T
P(X) = (H(X - ai)”") Q(X) et Vie[lr], Qi) #0
i=1

\ J
Hf;: é;)rollaire C4.4—1; :::/ ~

Soit P € K[X] de degré n € N. Alors le nombre de racines de P, comptées avec multiplicités, est

inférieur ou égal a n. Autrement dit, si pour tout i € [1,r], a; est une racine de multiplicité v; de

P, alors

T
Su<n
i=1
. J
4 Factorisation dans K[X]

~Définition C4.42 ) N

Soit P € K[X], on note a, son coefficient dominant. On dit que P est scindé sur K s’il existe

des scalaires a € K (pas nécessairement distincts) tels que

n
P=a,(X—a1)..(X—ap)=a H —ag).

\ J
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Définition C4.43 (irréductibilité) }

Soit P € K[X] un polynoéme non constant. On dit que P est irréductible si

P=AB=AcKouB ek

Proposition C4.44 }

Les polynomes de degré 1 sont irréductibles dans K[X].

/:[Théoréme C4.45 (Décomposition en produit d’irréductibles)}

Soit P un polynéme non nul de K[X]. Alors il existe o € K* et m polynomes P, ..., P, € K[X]
irréductibles et unitaires tels que
m
P=a]]~.
k=1

De plus a et 'ensemble des P, sont uniques.

4.1 Factorisation dans C[X]

(:[Théoréme C4.46 (d’Alembert-Gauﬁ)}

Soit P un polynome non constant de C[X]. Alors P posséde au moins une racine dans C.

\\a

/:[Théoréme C4.47 (d’Alembert—GauI&)}

Dans C[X], les polynémes irréductibles sont les polynémes de degré 1.

—~_ Corollaire C4.48

Tout polynéme P € C[X] est scindé sur C, c’est-a-dire qu’il s’écrit sous la forme
P=ap(X —ai)...(X —ap),

ou les scalaires «y, sont les racines de P comptées avec multiplicités, et a,, son coefficient dominant.

12
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H:::‘ Corollaire C4.49 ::, B
Soit P = X" +an_1 X" ' 4...4a1 X +ao un polynéme unitaire et g, . . ., o, ses racines complexes.
Alors

(i) a0 = (~1)" ][ o
k=1

n
(ii) Ap—1 = — Zak,
k=1

Théoréme C4.50 (Factorisation dans (C[X])j

Tout polynome P € C[X] de degré n admet n racines dans C, comptées avec leurs multiplicités.

Théoréme C4.51 }

Soit A, B € C[X]. Alors
A| B & Va e C, vy(A) < vy(B).

ﬁ[Proposition C4.52 }

Soit n € N*. :
- Lk
x"—1= J] (X -w) =[x )

wely, k=0

4.2 Factorisation dans R[X]

Théoréme C4.53 }

Dans R[X], les polynomes irréductibles sont les polynomes de degré 1 et les polynémes de degré
2 dont le discriminant est strictement négatif.
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Théoréme C4.54 (Factorisation dans R[X])\
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