TD D3. Espaces vectoriels

1 Espaces vectoriels

’Exercice D3.1 ‘
Parmi les ensembles suivants, déterminer lesquels sont des sev d’un ev de référence. Le cas échéant et si
cela est possible, en donner une famille génératrice.

1. Des polynémes. 3. Des suites.
a) F1 =KolX]|, a) l'ensemble Fj des suites géométriques de raison 2,
(a) F Ko [X] (a) I’ ble Fy d i géométri d i 2
9 = € K3 = ensemble F5 des suites arithmétiques.
(b) F {P e K3[X] | P(1) =0}, (b) I’ ble F5 d i ith iq
C 3 = € g = =0¢. ¢) l'ensemble Fg des suites géométriques.
F: P e Kyl X|| P(1 P'(1 0 I ble Fg d i g i
2. Des fonctions. 4. Des matrices.
a) r'y = € — + =0y, a) l'ensemble Fig des matrices 3 X 3 symétriques,
(a) Fr={f€C*(R)| f"—2f +2f =0} (a) I ble Fip d ices 3 X 3 symeétri
g8 = € = 0y, ensemble F7; des matrices 3 x 3 inversibles,
(b) Fs={feC'R) | ff =0} b) I’ ble Fy; d ices 3 X 3 i ibl
¢ 9 = € + = 0%. C ensemble Fi9 des matrices 3 X e trace nulle.
(c) Fo={feC'®R)| f+f?=0} (c) I ble F12 d ices 3 x 3d il

’Exercice D3.2‘
Soit E '’ensemble des fonctions réelles. Parmi les ensembles suivants, dire lesquels sont des sev. de F.

L’ensemble des fonctions de classe C?,

I’ensemble des fonctions monotones,

I’ensemble des fonctions telles que f(28) = 0,

I’ensemble des fonctions telles que 3z € R, f(x) =0,
I’ensemble des fonctions admettant une période rationnelle

I’ensemble des fonctions admettant une limite finie en +oo,

NS Otk W=

étant donné o € R, I'ensemble des fonctions ayant pour limite o en 400,
8. 'ensemble des fonctions admettant une limite (finie ou infinie) en 4o0.
Exercice D3.3‘

Parmi les ensembles suivants, déterminer lesquels sont des sev d’un ev de référence. Le cas échéant, en
donner une famille génératrice.

1. Fy = {(4t,—t) | t € R}. 5. Fy = {(x,9,2) €R® |2 —y + 2 > 0}
2. Fy ={(z,y) € R?| 2z +y = 0}. 6. Fy = {(2,1,2) €KY | 22—y + 2 — t = O}.
3. Fs={(4t+1,-1t) |t € R}. 7. Fr={(z,y) € R? | 22 — 42 = O}.

4' F4:{($ayaz)€K3‘1‘—y+Z:0} 8 FSZ{($79)6R2|$2+Z/2=0}

9. Fy={(z,y,2) €K* |z —y+2=0et —x—y+2z=0}

10. Fio={(z,y,2,t) €K |20 —y+2z—t=0et y+2=1}

Exercice D3.4‘ o
Dans R?, soit F = {(z,y,2) €R3, 24+ y+2=0} et G={(s—t,s+1,1), 5,t €R}.
1. Montrer que F et G sont des sev de R3.
2. Déterminer FNG.

’Exercice D3.5 ‘ ¥
Chacune des familles suivantes est-elle une famille génératrice de R??
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2 D3. Espaces vectoriels

1. 71 =1((1,2,1),(3,0,1)), 3. #3=((1,1,2),(1,-1,3),(1,3,1)),
2. % =((0,1,1),(1,0,1),(1,1,0)), 4. F4=1((1,1,2),(1,0,3),(2,1,2),(1,0,2)).

’Exercice D3.6‘ ¥

Dans C?, soit u; = (1 —4,4,1414), ug = (—=1,1,3) et ug = (1 — i,4,4). Montrer que (u1,usz,u3) est une
famille génératrice de C? et donner la décomposition de u = (1 4+ 4,2,7) comme combinaison linéaire de
(u1,ug,us).
’Exercice D3.7‘ ¥

Soit E un K-espace vectoriel et p € N*. Soit x1,...,2, € E et xp41 € Vect(x;)1<i<p. Montrer que

Vect (xi)lgigp—i-l = Vect (CCZ ) 1<i<p-

’Exercice D3.8 ‘ ¥

1. Faux ou faux 7 Justifier. Soit E¥ un espace vectoriel et X et Y deux parties de F.

(a) X CY < Vect X C VectY, (¢) Vect(X UY) = Vect X U VectY,
(b) Vect(X NY) = Vect X N Vect Y, (d) Vet X =X & X =E.

2. Concevoir un exercice intitulé "Vrai ou vrai ? Justifier." dont les 4 items ressembleraient aux assertions
ci-dessus, modifiées de la maniére la plus infime possible.

3. Répondre aux questions de ce nouvel exercice.

’Exercice D3.9‘ ¥
Dans R, soit F' = Vect ((1,1,0),(1,0,1)) et G = Vect ((1,2,—1),(3,1,2)). Montrer que F = G.

’Exercice D3.10‘ ot o
1. Montrer que Ro[X] = Vect ((X —1)%, (X — 1)(X + 1), (X +1)?).

2. Montrer que pour tout n € N, Vect (z — cos(kz))<p<,, = Vect (93 — cosk(x)) pn”

’Exercice D3.11 ‘
Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Montrer que

FUG=F+G& FCGouGCF

’Exercice D3.12‘ ¥

1 0 T
Soit F' = Vect 8 , 1 et G = ‘Z €R4|x+y+z:06ty—z+t20 . Montrer que F' et
1 0 t
G sont deux sev supplémentaires de R*.
’Exercice D3.13
1 0 0 0 0
Dans R*, soit a = (1) , b= 8 , C = (1) ,d= (1] et e = 1 . Dans chacun des cas suivants :
0 1 0 0 0
a-t-on R* = F + G? F et G sont-ils en somme directe dans R*? Sont-ils supplémentaires dans R* ?
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1. F = Vect(a,b) et G = Vect(c),

2. F = Vect(a,b) et G = Vect(d, e),
3. F = Vect(a,c,d) et G = Vect(b,e),
4. F = Vect(a,d) et G = Vect(c, e).

’Exercice D3.14‘ o
On appelle E I'ensemble des suites réelles convergentes, F' I’ensemble des suites de limite nulle et G
I’ensemble des suites constantes.

1. Montrer que E, F' et GG sont des espaces vectoriels.
2. Montrer que £ = F & G.

’Exercice D3.15 ‘ o

On appelle E I'ensemble des fonctions C*° de R dans R, F' ’ensemble des fonctions affines et G ’ensemble
des fonctions f € E telles que f(0) = f/(0) = 0.

1. Montrer que F, F' et G sont des espaces vectoriels.

2. Montrer que £ = F & G.

’Exercice D3.16‘ tot o

Montrer que {P € Ry[X] | P(X?) = X?P(X)} et {P € R3[X] | P(1) = P(2)} sont deux sev supplémen-
taires de R3[X].
’Exercice D3.17‘ toF o

Déterminer un supplémentaire des sev suivants.

1. {P € R[X]| P(1) = P(2) = 0}. 2. {P € Ry[X] | P(—X) = P(X)}.

2 Applications linéaires

’Exercice D3.18‘
Les applications suivantes sont-elles des morphismes d’espaces vectoriels 7 Le cas échéant, déterminer leur
noyau et leur image.

1. i:R = R 6. fo:R[X] — R[X]
T = 2 P — (X?’4+1)P
2. f,:R* — R?
(z,y,2) = (z—y,2+2) 7 fiRX] - R
3. f3:R® = R P PQ)
(x’y’f) e 8. fs:Ro[X] — R®
4. fi:C(R) — C'(R) P — (P(0),P(1),P(2)
fo= 2f+f
5 f5:RY — R2 9. fo: My(R) — Mu(R)
(un) = (uo,u1) M — M+MT

’ Exercice D3.19 ‘ toded
Soit
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4 D3. Espaces vectoriels

Montrer que ¢ est un endomorphisme, déterminer son image et son noyau.

’Exercice D3.20‘ ¥
Solent f € L(E,F) et g€ L(F,G) avec E,F et G des ev.

Montrer que Ker f C Ker(g o f).

1.
2. Montrer que Im(go f) C Img.

3. Montrer que Ker f = Ker(go f) & KergNIm f = {0p}.
4. Montrer que Im(go f) =Img < Kerg+Im f = F.

’Exercice D3.21‘ ¥
Soit F un K-ev. et u € £(F). On note u®> = uou

1. Montrer que Keru C Ker u?.

2. Montrer que Imu? C Imw.

3. Montrer que Keru = Keru? < KeruNImu = {0}.
4.

Montrer que Imu = Imu? < Keru 4+ Imu = E.

’Exercice D3.22‘ ¥
Soit f,g € L(E, F). On suppose que f et g commutent. Montrer que Im g et Ker g sont stables par f.

’Exercice D3.23‘ ot ol
Soit f,g,h € L(E) tels que fog=h,goh=fet ho f=g.

1. Montrer que f, g et h ont méme noyau N et méme image I.
2. Montrer que f° = f. En déduire que E = N @ I.

’Exercice D3.24‘
Soit u € L(FE) tel que Vz € E, I\ € E, u(z) = Az.
Montrer que I\ € E, Vx € E, u(x) = Az.
’Exercice D3.25‘ ¥
Soit p € L(E).
1. Montrer que p est un projecteur si et seulement si Id —p en est un aussi.
2. Montrer que Ker(Id —p) = Imp et Ker p = Im(Id —p).

’Exercice D3.26‘ o3
Soient p,q € L(E). Montrer ’équivalence entre

(i) pog=petgop=gq,
(ii) p et ¢ sont des projecteurs et Kerp = Kerg.

’Exercice D3.27‘ totot o
Soit p et g deux projecteurs du K-espace vectoriel E.

1. Montrer que p + ¢ est un projecteur si et seulement si pog=qgop= Oz(B)-

2. Dans ce cas, montrer que Im(f 4+ ¢g) = Imp @ Im g et Ker(p + ¢) = Kerp N Kergq.



