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1.

Soit (7},)n la suite de polynomes définie par ¢ T} = 2X

Vn = 2, Tn = QXTn_1 — Tn_g
On montre par récurrence (double) que deg(T;,) = n pour tout n.
Pour P € K[X], on pose A(P) = P(X +1) — P(X).
On écrit P = ap X" 4+ an1 X" L+ ... avec a, # 0 (i.e. P de degré n).
Alors P(X +1) = ap(X + )" +ap_1 (X + 1)L+
Puis avec le binome de Newton : P(X 4+ 1) = a, (X" +nX" P+ ) dan 1 (X" 4+ .0) +..
Donc P(X +1) — P(X) =na, X"t +....
Le coefficient dominant est non nul si n > 0, donc deg(A(P)) = deg(P) — 1 (si P n’est pas constant).
Pour n € N, on définit Q,, un polynéme non nul vérifiant Q" —3X Q) +3nQ,, = 0. Si deg(Q,,) =d >0
et son coefficient dominant est ag, alors on a : Q, = ag X%+ ..., Q, = dagX* ' + ... et deg(Q") < d.
Donc le coefficient dominant de Q! —3X Q’, +3nQ,, est 3(n—d)ag, nul par hypothése. Donc deg(Q,,) = n.
Le cas de @, constant est exclu car alors il serait nul, sauf si n = 0. Et dans ce cas, deg(Q,) = n est
bien vérifié également.

’Solution C4.10‘

3.

Il existe un couple de polynomes (Q, R) tel que A = BQ + R et deg R < deg B, i.e. deg R < 1. Posons
alors a,b € R tels que R =aX +b.

Ona A(X) = (X —2)?Q(X) +aX +b et, en dérivant, A'(X) = (X —2) (X —2)Q"(X) + 2Q(X)) +a.
Les évaluations en 2 de ces égalitées donnent A'(2) = a, soit a = 2n x 22771 4 2n x 271 = (22" 4-27)
puis A(2) = 2a + b, soit 22" + 2" —2 =24+ b, i.e. b=2""(1 — 2n) + 2" (1 —n) — 2.

| Solution C4.13]

Soit m,n € N*. Calculer le PGCD de

1. Aprés algorithme d’Euclide : X* — X2 +2X —2A X34+ X —2=X — 1.

2. Apreés algorithme d’Euclide : X° — X* +2X3% —2X2 422 —1AX5 - X4 42X2 —2X +1=X?—X+1.
3.
4

. On détermine les racines complexes communes de X" — 1 et X™ — 1. Ce sont les U, NU,, = Upam

X" 1A (X —=1)"=X —1 car 1 est racine simple de X" — 1 et la seule racine dans C de (X — 1)".

(déja évoqué en arithmétique). Ainsi X™ — 1A X™ — 1= X"V — 1.

’ Solution C4.20 ‘

Soit P=X*—5X%+4X%+3X +0.



2 CJ. Polynomes
1. On vérifie P(3) = P'(3) = 0 mais P"(3) # 0.
2. On calcule un premier quotient P = (X —3)%(X?* 4+ X 4+ 1) et X%+ X + 1 est irréductible dans R[X].

On a donc la factorisation de P dans R[X]. Puis dans C[X] : P = (X — 3)*(X — j)(X + ).

’ Solution C4.25 ‘

LQ=X>-1=(X-1)(X+1).
2. Soit m,n, p,q € N. Vérifier que 1 et —1 sont racines de X4"+2 — o X2+l 4 9 x2p+1 _ x24,
’Solution C4.26
L X - X241 =X1 42X +1 - X2 = (X2 + 1) - X2 = (X2 + X+ 1)(X? = X +1),
4 2 iz i —iZ —i2z

X+ X +l=(X—-€e3)(X—-e"3)(X—e"3)(X—e"3).

Autre méthode : X* + X2 +1 = (X?)?2+ X2 +1 = (X2 - e’%r)(X2 — e_i%ﬁ) puis calcul de racines

carrées.

5
2. X0+ 1= (X - ei(%““%)) = (X2 4+ 1)(X2+V3X +1)(X2 — V3X +1).
k=0

3. (X2 =X +1)*+1=(X?-X+1+i)(X?— X +1—1) puis calcul des racines de chaque trinéme (on
fait le premier puis celles du deuxiéme sont leurs conjugués).

4. A= (X?-X+1)24+1=(X?>-X+1—4)(X?— X +1—1). Puis on calcule les racines de ces trinomes :
celles de X2 — X +1 —i sont 1+ et —i. Celles de X? — X 4+ 1 — i sont donc nécessairement leurs
conjuguées : 1 — 1 et 4.

Ainsi A= (X —i)(X +4)(X —14+i)(X —1—1i). Bt sur R: A= (2 + 1)(2? — 2z + 2).
5 (X DX+ X° 4+ X4+ X3+ X2+ X +1) = X7 — 1 donc (par unicité du quotient et du reste dans
6
la division euclidienne de X7 — 1 par X — 1) : X0+ X7+ X' 4 X3 4 X2+ X +1=[] (X - 6k27>
k=1
5 27
Donc X0+ X° + X'+ X?+ X2+ X +1=]] <X2 — 2cos <k7> +1).
k=1
6. On utilise X? + X + 1, composé avec X+ : X8 + X% 41 = (X?* — j)(X?* + j). Les racines quatriémes

de j sont {ei(%Jrk%)}. Les racines de X* + j sont les conjuguées de celles-ci. Cela donne les 8 racines
dans C puis on regroupe les conjugués pour obtenir des trindmes irréductibles sur R.

Ouencore : X8+ Xt 1 =X 412X +1 - X' = (X' +1)? - (X2 =( X"+ X2+ 1)(X* - X% +1)
puis on utilise les factorisations de X2 + X 4+ 2 et X? — X + 1, composées avec X 2.

Dans R[X] finalement : X%+ X* +1 = (X% - X +1)(X? + X +1)(X? — V3X + 1)(X? + V3X +1).

. . . jus I
On vérifie ce qu’on a obtenu sur C en calculant les racines de tout ce petit monde : +e*6,+e*5 .



