TD D4. Dimension finie

1 Sev, bases

’ Exercice D4.1 ‘

Déterminer une base et la dimension des sev suivants.
3. Des suites.

1. Des polynémes.
(a) F = KQ[XL
(b) Fy ={P € Ks[X]
(c) F3 ={P € K4[X]
2. Des fonctions.
(a) Fr={feC'(R)|f —2zf =0},
(b) Fx={f€C*(R)| f" —2f +2f =0},

(a) I'ensemble Fy des suites arithmétiques.

(b) F5 = {(un) €ERY | Vn €N, upio = 4tupy1 — 4u,}

() Fo={(un) €ERY |Vn €N, upio = Supi1 — 6uy}
4. Des matrices.

(a) l'ensemble Fy des matrices 2 x 2 diagonales,

(b) Pensemble Fio des matrices 2 x 2 symétriques,

(c) Vensemble Fy; des matrices 2 x 2 de trace nulle.

’Exercice D4.2 ‘ ¥
Montrer que les familles suivantes sont libres.

L (X -1 (X —1)(X +1), (X +1)?) dans Ro[X].

2
2. <xb—>e“”, T X, et > dans RF.

3. ((1)n€Nv (n?)nen, (2n)neN) dans RY.

’Exercice D4.3‘
Donner une base et la dimension des sev suivants.

1. Fy = {(4t,—t) |t € R}. 4. Fy={(z,y,2) € K> |z —y+ 2= 0}.
2. Fy = {(z,y) € R* | 2z +y = 0}. 5 Fs={(z,y,2,t) €K' |22 —y + 2 —t = 0}.
3. Fy={(4t +s,—t +3s,t +35) | t,s € R}. 6. Fs = {(r,y,2) € R® | 2® +¢* = 0}.

7. Fr={(z,y,2) €K} |z —y+z2=0et —2—y+2z=0}
8. Fy={(v,y,2,t) €K' |20 —y+z—t=0ety+2z=1}.

’Exercice D4.4‘ ¥
Dans R, soit a = (0,0,1,0),b= (1,1,0,~1),¢ = (1,0,1,0),d = (0, —1,1,0) et e = (1,1,1,1). On définit
F = Vect(a, b) et G = Vect(c,d, e). Déterminer les dimensions de F', G, FNG et F + G.

’Exercice D4.5 ‘ tod ol
Montrer que les familles suivantes sont libres

L. (ﬂfk COS(x))keN>7
2. <sink x)k€N>,

3. (x> |z —al),er-
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’Exercice D4.6‘ ¥
Dans R?, déterminer une base et un supplémentaire des sev suivants.

1. Fy = Vect ((1,1,0),(2,1,1)),
2. Fy = Veet ((—1,1,0), (2,0,1), (1,1, 1)),
3. F3 = {(x,y,zER3 |;U—2y—|—3z:0}.

Exercice D4.7‘ tot o

Dans .#>(R), étant donnée A = (CCL 2), on définit A = <§ Z) et F ={A e .#(R)| A= A}. Montrer

que F est un sev de .#5(R), en déterminer la dimension et un supplémentaire.

Exercice D4.8‘ o
Montrer que les sev suivants sont supplémentaires.

1. F = Vect((1,1,1)) et G = {(z,y,2) € R |z+y+z2= 0} dans R3,
2. F = Vect ((1,0,0,1),(0,1,1,0)) et G = {(z,y,2,t) eR* |z +y+2=0et y— 2+t =0} dans R%.
3. F=Ry[X] et G={PcR3[X]|P(1) =0} dans R3[X].

’Exercice D4.9‘ ol o
Soit A € K[X] et Z(A) = {P € K[X] | A divise P}.

1. Montrer que Z(A) est un sev de K[X] et en déterminer une base.

2. Soit a = deg(A) et n > a un entier. Déterminer une base et la dimension de Z(A) N K, [X] et donner
un supplémentaire de Z(A) dans K, [X].

’Exercice D4.10‘ totot o

Soit F' et G deux sev d’un ev E de dimension finie. Montrer que dim F = dim G si et seulement si F et
G ont un supplémentaire commun dans F.
’Exercice D4.11‘ totol ol

Soit E un ev de dimension finie n > 1. On note S I’ensemble des sev de E. Montrer que ’application dim
est 'unique application d : S — N qui vérifie

e VE,.GeS, (FNG={0}=d(F+G)=d(F)+d(G)),

e d(E)=n.

2 Applications linéaires

’Exercice D4.12‘
Déterminer une base du noyau et (si c’est possible) de I'image des applications linéaires suivantes.

r — 2z P — P(1)
2. fo:RP — R2 6. fo:Ro[X] — R3
(x,y,2) — (z—y,z+2) P — (P(0),P(1),P(2))
3. f3:CYR) — C°R) 7. fr:R3[X] — RS
fo= 2f+f P = (P(0),P(1), P(2))
4. f1:RY o R? 8. fs: Mu(R) — . My(R)
(up) +—  (ug,u1) M - M+MT
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’Exercice D4.13‘ ¥
Justifier qu'il existe une unique application linéaire f de R? dans R? telle que f(1,0,0) = (0,1), f(1,1,0) =
(0,1) et f(1,1,1) = (1,1). Exprimer f(u) pour tout u = (z,y,2) € R? et déterminer le noyau et ’image de
!
’Exercice D4.14‘ ¥
Soit f:R[X] — R[X] .
P — P(X+1)—-PX)

1. Montrer que f est une application linéaire et déterminer son noyau.
2. Montrer que f induit un endomorphisme f,, sur R, [X].

3. Déterminer le noyau et 'image de f,.
4.

En déduire 'image de f.

’Exercice D4.15‘
Soit E un K-ev de dimension finie n et f € L(F). Montrer que

Ker f =Im f < f2=0et n=2rg(f).

’Exercice D4.16‘ ¥
Soit F un K-ev de dimension finie et f € L(E) tel que rg(f?) = rg(f).

1. Montrer que Im f? = Im f et Ker f? = Ker f.
2. Montrer que Im f et Ker f sont supplémentaires dans F.

’Exercice D4.17‘ to X o

Soit E un ev de dimension finie et u,v € L(FE) tels que uw o v = Idg. Montrer que u est inversible et que
uwt=w.
’Exercice D4.18‘ tol o

Soit E un ev de dimension finie n € N%st et f un endomorphisme nilpotent de E. Notons p son indice de

nilpotence.
1. Soit = ¢ Ker(fP~!. Montrer que (fi(®))o<icp_1 est libre
2. En déduire que " = 0z(p)

’Exercice D4.19‘ o2

Soit Hi, Ho deux hyperplans distincts d’un ev E de dimension finie n > 2. Déterminer la dimension de
Hi N Hs.
’Exercice D4.20‘ totot o

Soit E un ev de dimension finie et u € L(F) tel que pour tout sev F' de E, u(F) C F. Que peut-on dire
de u?




