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Problème 1

1. On peut considérer qu'une issue de cette expérience aléatoire est une suite de N résultats d'un lancer
(i.e. Pile ou Face). Ainsi on peut prendre pour univers : Ω = {Pile,Face}N . Comme les lancers sont
supposés mutuellement indépendants et la pièce est équilibrée, chaque suite de N Pile ou Face a la

même probabilité d'apparaître :
1

2N
. Ainsi on munit Ω de la probabilité uniforme.

Espace probabilisé : Ω = {Pile,Face}N muni de la probabilité uniforme .

2. Comme les lancers sont supposés mutuellement indépendants et la pièce est équilibrée, chaque suite de
n résultats de lancer de pièce à la même probabilité d'apparaître. Notons un le nombre de suites de n

Pile ou Face n'ayant pas deux Pile consécutifs. On a alors : P (Wp,n) =
un
2n

.

P (Wp,n) ne dépend que de n et pas de p .

3. En reprenant la notation un précédente, on a u1 = 2, u2 = 3 et u3 = 5. En e�et, une seule suite de
deux Pile ou Face contient deux Pile consécutifs : (Pile, Pile), et seulement 3 suites de trois Pile ou
Face contiennent deux Pile consécutifs : (Pile, Pile, Pile), (Pile, Pile, Face) et (Face, Pile, Pile). Ainsi,
d'après ce qui précède :

w1 = 1 , w2 =
3

4
et w3 =

5

8
.

4. (a) Soit n ∈ JN − 2K. Si, lors des n + 2 premiers lancers, on obtient un Pile en premier et on n'a
jamais deux Pile consécutifs, alors nécessairement, on a obtenu Face en second. Puis lors des n
lancers suivants, on a jamais eu deux Pile consécutifs. C'est-à-dire que

W1,n+2 ∩ F1 ⊂ F1 ∩ F2 ∩W3,n.

Réciproquement, si l'événement F1 ∩ F2 ∩W3,n est réalisé, on a obtenu Pile, Face, puis n lancers
sans deux Piles consécutifs, donc en particulier, n + 2 lancers sans deux Piles consécutifs et Pile
en premier. Donc

W1,n+2 ∩ F1 = F1 ∩ F2 ∩W3,n .

(b) Soit n ∈ J1, N − 2K. D'après la formule des probabilités totales, avec le système complet
(
F1, F1

)
,

wn+2 = P (W1,n+2) = P (W1,n+2 ∩ F1) + P
(
W1,n+2 ∩ F1

)
.

� D'après la question précédente, W1,n+2 ∩ F1 = F1 ∩ F2 ∩ W3,n. Comme les lancers sont
mutuellement indépendants, les événements F1, F2 et W3,n sont mutuellement indépendants
car ne concernent que des lancers distincts. Ainsi

P
(
W1,n+2 ∩ F1

)
= P

(
F1

)
P (F2)P (W3,n) =

1

4
wn.

� On montre comme à la question précédente que W1,n+2 ∩ F1 = F1 ∩W2,n+1. Et de la même
manière, F1 et W2,n sont indépendants. Donc

P (W1,n+2 ∩ F1) = P (F1)P (W2,n+1) =
1

2
wn+1.
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∀n ∈ J1, N − 2K , wn+2 =
1

2
wn+1 +

1

4
wn

5. On montre le résultat par récurrence double.

Init. On a w1 = 1, 2× 6

7
=

12

7
≥ 1, w2 =

3

4
et 2×

(
6

7

)2

=
72

49
≥ 1. Donc le résultat est véri�é pour

n = 1 et n = 2.

Hér. Soit n ∈ J1, N − 2K. On suppose le résultat vrai pour n et n+1. D'après la question précédente,

wn+2 =
1

2
wn+1 +

1

4
wn ⩽

(
6

7

)n+1

+
1

2

(
6

7

)n

=
19

14

(
6

7

)n

.

Or 19×7 = 18×7+7 ⩽ 18×8 = 2×2×62. On en déduit
19

14
⩽ 2×

(
6

7

)2

. Donc wn+2 ⩽ 2

(
6

7

)n+2

.

On a montré par récurrence double que

∀n ∈ J1, NK , wn ⩽ 2

(
6

7

)n

.

6. Aucun joueur ne peut gagner lors des deux premiers lancers, donc P (T1) = P (T2) = 0 .

T3 est réalisé si et seulement si les trois premiers tirages sont (Pile,Pile, Face) ou (Face, Pile, Pile).
Autrement dit

T3 =
(
F1 ∩ F2 ∩ F3

)
∪
(
F1 ∩ F2 ∩ F3

)
.

L'union est disjointe et F1, F2 et F3 sont mutuellement indépendants, donc

P (T3) =
1

8
+

1

8
=

1

4
.

7. (a) Soit n ∈ J3, NK. Supposons Cn réalisé, ce qui équivaut à dire que les séquences (Pile, Pile, Face)
et (Face, Pile, Pile) ne sont jamais apparues lors des n premiers lancers. Il y a donc deux cas
incompatibles possibles :

� soit il n'y a jamais eu deux Pile consécutifs, i.e. que l'événement W1,n est réalisé,

� soit il y a eu deux Pile consécutifs. Dans ce cas, lors d'un lancer qui a précédé ou suivi deux
Pile consécutifs, on a eu Pile aussi. Nécessairement, on a donc eu n Pile de suite.

Réciproquement, si un de ces deux cas est réalisé, alors les séquences (Pile, Pile, Face) et (Face,
Pile, Pile) ne sont jamais apparues, et donc Cn est réalisé. Autrement dit, on a l'union disjointe
suivante.

W1,n ∪

(
n⋂

i=1

Fi

)
= Cn.

Comme l'union est disjointe et les événements F1, . . . , Fn sont mutuellement indépendants, on en
déduit que

P (Cn) = wn +
1

2n
.
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(b) D'après la question 5, 0 ⩽ wN ⩽ 2 ×
(
6

7

)N

. Comme 0 ⩽
6

7
< 1, on en déduit lim

N→+∞
wN = 0

d'après le théorème des gendarmes. Donc, par somme de limites,

lim
N→+∞

P (CN ) = 0 .

Cela signi�e que si on e�ectue une in�nité de lancers, un joueur gagnera presque sûrement au
bout d'un moment.

8. (a) Soit n ∈ J3, NK. Supposons Tn réalisé. Alors un des joueurs a gagné à l'issue du ne lancer. Cela
signi�e qu'aucun joueur n'avait gagné auparavant, i.e. Cn−1 est réalisé et qu'un joueur a gagné
au cours des n premiers lancers, i.e. Cn est réalisé.

Réciproquement, si Cn−1∩Cn est réalisé, alors aucun joueur n'a gagné au cours des n−1 premiers
lancers et un joueur a gagné au cours des n premiers lancers. Donc, nécessairement, un joueur a
gagné à l'issue du ne lancer, i.e. Tn est réalisé.

Tn = Cn−1 ∩ Cn .

(b) Soit n ∈ J3, NK. Par dé�nition, on a Cn ⊂ Cn−1 car si aucun joueur n'a gagné au cours des n
premiers lancers, alors en particulier aucun joueur n'a gagné au cours des n− 1 premiers lancers.
Or d'après la question précédente, Tn = Cn−1 \ Cn. Donc

P (Tn) = P (Cn−1)− P (Cn) =

(
1

2n−1
+ wn−1

)
−
(

1

2n
+ wn

)
P (Tn) =

1

2n
+ wn−1 − wn .

9. � Alice gagne au 3e lancer si et seulement si les trois premiers lancers donnent (Face, Pile, Pile).

Donc a3 =
1

8
.

� Bob gagne au 3e lancer si et seulement si les trois premiers lancers donnent (Pile, Pile, Face). Donc

b3 =
1

8
.

� Alice gagne au 4e lancer si et seulement si les quatre premiers lancers donnent (Pile, Face, Pile,

Pile) ou (Face, Face, Pile, Pile). Donc a4 =
1

8
.

� Bob gagne au 4e lancer si et seulement si les quatre premiers lancers donnent (Pile, Pile, Pile,

Face). Donc b4 =
1

16
.

a3 = b3 = a4 =
1

8
et b4 =

1

16
.

10. Soit n ∈ J3, NK. Supposons que Bob gagne a l'issue du ne lancer. Les trois derniers lancers donnent
donc (Pile, Pile, Face). Le lancer précédent cette séquence ne peut donner Face car sinon Alice aurait
gagné à l'issue du (n − 1)-ème lancer. Ainsi le (n − 3)-ème lancer avait donné Pile. Par récurrence,
on montre que tous les lancers précédents ont nécessairement donné Pile. Donc il n'y a qu'une seule
séquence de n Pile ou Face qui permet à Bob de gagner à l'issue du n-ème lancer. Autrement dit

Bn =

(
n−1⋂
i=1

Fi

)
∩ Fn.
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On en déduit par indépendance des lancers que

bn =
1

2n
.

11. Soit n ∈ J3, NK. Par dé�nition des événements, Tn = An ∪ Bn et cette union est disjointe. Donc
an + bn = P (Tn).

an = wn−1 − wn .

12. Par dé�nition des événements, on a

A =
N⋃

n=1

An et B =
N⋃

n=1

Bn.

De plus, ces unions sont disjointes. Donc d'après les questions précédentes (et comme A1 = A2 = B1 =
B2 = ∅),

P (B) =

N∑
n=3

bn =

N∑
n=3

1

2n

P (B) =
1

4
− 1

2N
.

P (A) =

N∑
n=3

an =

N∑
n=3

(wn−1 − wn)

P (A) = w2 −WN =
3

4
− wN .

On en déduit que

lim
N→+∞

P (A) =
3

4
et lim

N→+∞
P (B) =

1

4

Ainsi, Alice a asymptotiquement trois fois plus de chance de gagner que Bob. Cela s'explique par le fait
que Bob ne peut gagner que si les deux premiers lancers donnent deux Pile (voir ce qui a été démontré
en question 10). Dans les trois autre cas, la séquence (Pile, Pile, Face) ne pourra pas apparaître avant
la séquence (Face, Pile, Pile), donc Alice gagnera toujours avant que Bob ne puisse gagner.

Problème 2

1. (a) Une composée d'endomorphismes est un endomorphisme, ainsi pour tout n ∈ N, fn ∈ L(E). Le
noyau et l'image d'un endomorphisme de E sont des sous-espaces vectoriels de E.

Fn et Gn sont des sous-espaces vectoriels de E .

(b) Soit n ∈ N. Prenons x ∈ Fn+1, il existe a ∈ E tel que x = fn+1(a) = fn(f(a)) ceci montre que
x ∈ Fn.

∀n ∈ N, Fn+1 ⊂ Fn .

Soit x ∈ Gn, on a fn(x) = 0 donc f(fn(x)) = fn+1(x) = 0 et par suite x ∈ Gn+1.

∀n ∈ N, Gn ⊂ Gn+1 .
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2. (a) Une intersection de sous-espaces vectoriels est un sous-espace vectoriel donc C =
⋂
n∈N

Fn est un

sous-espace vectoriel puisque d'après la question 1b pour tout n entier naturel Fn est un sous-
espace vectoriel.

C est un sous-espace vectoriel de E .

Véri�ons que N est un sous-espace vectoriel de E.

• N ⊂ E car ∀n ∈ N, Gn ⊂ E.
• 0 ∈ N car 0 ∈ G0.
• Soit (x, y) ∈ N 2 et λ ∈ R, démontrons que λx+ y ∈ N . On a

x ∈ N ⇔ ∃k ∈ N, x ∈ Gk et y ∈ N ⇔ ∃p ∈ N, y ∈ Gp.

Supposons que k ⩽ p, en utilisant la question 1b, on a Gk ⊂ Gp. On a ainsi (x, y) ∈ G2
p,

comme Gp est un sous-espace vectoriel de E, on a λx + y ∈ Gp ⊂ N . Même chose si on a
p < k.

N est un sous-espace vectoriel de E .

(b) Soit x ∈ N , montrons que f(x) ∈ N . On a x ∈ N donc il existe k ∈ N tel que x ∈ Gk, c'est-à-dire
fk(x) = 0. On a alors f(fk(x)) = fk(f(x)) = 0 ce qui implique que f(x) ∈ Gk donc f(x) ∈ N .

N est stable par f .

Soit x ∈ C, montrons que f(x) ∈ C. On a : x ∈ C si et seulement si pour tout n ∈ N, x ∈ Fn,
c'est-à-dire qu'il existe une suite (yn) ∈ EN telle que x = fn(yn). Pour tout n ∈ N, f(x) =
f(fn(yn)) = fn(f(yn)) donc f(x) ∈ Fn et �nalement f(x) ∈ C.

C est stable par f .

(c) ⇒ On suppose que f est injective, démontrons par récurrence sur n ∈ N la proposition

Hn : Gn = {0}

Ainsi, on a aura : N =
⋃
n∈N

Gn = {0}

Init. Pour n = 0, on a G0 = Ker(Id) = {0}, ce qui démontre que H0 est vraie.

Init. D'une part N contient {0} car c'est un sev de E.
D'autre part, soit n ∈ N, on suppose que Gn = {0}. Soit x ∈ Gn+1, on a fn+1(x) = 0
donc fn(f(x)) = 0, c'est-à-dire f(x) ∈ Gn donc f(x) = 0. L'application f étant injective
cela implique que x = 0, d'où Gn+1 = {0}.

Ceci achève la récurrence et démontre que N = {0}.
⇐ Réciproquement supposons que N = {0} alors pour tout n ∈ N, on a Gn = {0} en particulier

G1 = Kerf = {0} donc f est injective.

f est injective si et seulement si N = {0} .

(d) ⇒ Supposons que f est surjective et démontrons par récurrence sur n ∈ N la proposition

Hn : Fn = E

Ainsi, on aura C =
⋂
n∈N

Fn = E.
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Init. Pour n = 0, on a F0 = Im(Id) = E, ce qui démontre que H0 est vraie.

Hér. Soit n ∈ N, on suppose que Fn = E. Soit y ∈ E, ∃x ∈ E, y = fn(x), or l'application
f est, par hypothèse, surjective : ∃a ∈ E, f(a) = x. Ainsi y = fn(f(a)) = fn+1(a) et
y ∈ Im(fn+1) = Fn+1. Ce qui démontre que Fn+1 = E et qui implique que Hn+1 est
vraie.

Cela achève la récurrence.

⇐ Réciproquement si C = E alors pour tout n ∈ N, Fn = E. En particulier F1 = Imf = E, ce
qui montre la surjectivité de f .

f est surjective si et seulement si C = E .

(e) Si f est un automorphisme de E alors f est bijective donc surjective et injective. D'après les deux
questions précédentes, on a

N = {0} et C = E .

3. (a) Démontrons par récurrence sur p ∈ N que Hp : Fn+p = Fn.

Init. Pour p = 0, la propriété est évidente.

Hér. Soit p ∈ N, on suppose que Fn+p = Fn, démontrons que Fn+p+1 = Fn.
D'après la question 1b, on a Fn+p+1 ⊂ Fn.
Réciproquement, soit y ∈ Fn. Alors y ∈ Fn+p donc il existe x ∈ E tel que fn+p(x) = y, c'est-
à-dire fp(fn(x)) = y. On a fn(x) ∈ Fn donc d'après l'hypothèse de la question Fn = Fn+1,
on a a ∈ E tel que fn(x) = fn+1(a) donc y = fn+p+1(a), c'est-à-dire y ∈ Fn+p+1. D'où
Fn = Fn+p+1, ce qui achève la récurrence.

∀p ∈ N, Fn+p = Fn .

(b) On considère {n ∈ N, Fn = Fn+1}, d'après l'hypothèse de la question cet ensemble est non vide.
Toute partie non vide de N admet un minimum, d'où l'existence de r.

(c) Pour tout k ⩽ r, on a Fr ⊂ Fk d'après la question 1b donc
r⋂

k=0

Fk = Fr.

D'autre part, d'après la question 3a, pour tout k ⩾ r, Fk = Fr. Finalement :
⋂
n∈N

Fn = Fr.

C = Fr .

(d) D'après la question précédente, il s'agit de démontrer que E = Fr +Gr. Soit x ∈ E. On procède
par analyse-synthèse pour se donner des idées. À noter qu'on ne demande pas l'unicité d'une
décomposition (et d'ailleurs on n'y aboutira pas dans l'analyse.

Ana. Soit y ∈ Fr et z ∈ Gr tels que x = y + z.
L'application f r étant linéaire et z appartenant à Ker(f r), on a f r(x) = f r(y). D'après la
question 3a, on a Fr = F2r, comme f r(x) ∈ Fr, on a f r(x) ∈ F2r donc il existe a ∈ E tel que
f r(x) = f2r(a). On observe alors que f r(x− f r(a)) = 0E .
On est alors tenté de poser y = f r(a) et on obtient la décomposition x = f r(a) + x− f r(a).

Syn. Cette décomposition convient car f r(a) ∈ Fr et x − f r(a) ∈ Gr car f r(x − f r(a)) =

f r(x)− f2r(a) = 0.

Ceci montre que EincC +Gr, la réciproque étant immédiate pour une somme de sev de E. Donc

E = C +Gr .
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4. (a) Démontrons par récurrence sur p ∈ N la proposition Hp : Gn+p = Gn.

Init. Pour p = 0 la propriété est évidente.

Hér. Soit p ∈ N, on suppose que Gn+p = Gn, démontrons que Gn+p+1 = Gn.
D'une part, d'après la question 1b, on a toujours Gn ⊂ Gn+p+1.
Réciproquement, soit x ∈ Gn+p+1. On a f

n+p+1(x) = 0 donc fn+1(fp(x)) = 0, c'est-à-dire que
fp(x) ∈ Gn+1 = Gn d'où fn(fp(x)) = 0 et donc x ∈ Gn+p = Gn. Finalement Gn+p+1 = Gn

ce qui démontre Hp+1.

On a montré que
∀p ∈ N, Gn+p = Gn .

(b) L'ensemble {n ∈ N, Gn+1 = Gn} est non vide par hypothèse de la question. Toute partie non
vide de N admet un minimum, d'où l'existence de s.

(c) D'après la question 1b, pour tout k ⩽ s, on a Gk ⊂ Gs et d'après la question précédente pour
tout k ⩾ s, on a Gk = Gs. D'où

N =
⋃
k∈N

Gk = Gs .

(d) D'après la question précédente, il s'agit de démontrer que Fs ∩Gs = {0}. Soit x ∈ Fs ∩Gs, on a{
∃a ∈ E, fs(a) = x
f s(x) = 0

On a ainsi f2s(a) = f s(x) = 0, donc a ∈ G2s. Or G2s = Gs d'après la question 4a, ceci montre
que a ∈ Gs et par suite x = fs(a) = 0.

Fs ∩N = {0} .

5. Soit n ∈ N. L'inclusion Gn ⊂ Gn+1 est toujours vraie.
Réciproquement, soit x ∈ Gn+1. On a fn+1(x) = 0. On a fn(x) ∈ Fn = Fn+1, donc il existe a ∈ E tel
que fn(x) = fn+1(a). On a

fn+1(x) = 0 ⇔ fn+2(a) = 0 ⇔ a ∈ Gn+2 ⇔ a ∈ Gn+1 ⇔ fn+1(a) = fn(x) = 0

donc x ∈ Gn, ce qui démontre que

∀n ∈ N, Fn = Fn+1 et Gn+1 = Gn+2 ⇒ Gn = Gn+1 .

6. Soit n ∈ N. L'inclusion Fn+1 ⊂ Fn est toujours vraie.
Réciproquement, soit y ∈ Fn. Il existe x ∈ E tel que y = fn(x). Ainsi f(y) = fn+1(x) ∈ Fn+1 = Fn+2.
Donc il existe a ∈ E tel que f(y) = fn+1(x) = fn+2(a). On a

fn+1(x) = fn+2(a) ⇔ fn+1(x)− fn+2(a) = 0 ⇔ fn+1(x− f(a)) = 0 ⇔ x− f(a) ∈ Gn+1 = Gn,

donc fn(x− f(a)) = 0, c'est-à-dire fn(x) = fn+1(a) d'où y = fn+1(a) et donc y ∈ Fn+1.

∀n ∈ N, Gn = Gn+1 et Fn+1 = Fn+2 ⇒ Fn = Fn+1 .

7. (a) • Supposons dans un premier temps que r > s. On a ∀k ⩾ s, Gk = Gk+1, en particulier
Gr−1 = Gr (puisque r − 1 ⩾ s) et Fr+1 = Fr+2. D'après la question 6, ces deux égalités
impliquent que Fr−1 = Fr ce qui est contradictoire avec la minimalité de r.
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• Supposons que s > r. On a ∀k ⩾ r, on a Fk = Fk+1, en particulier Fs−1 = Fs (puisque
s− 1 ⩾ r) et Gs = Gs+1. D'après la question 5, ces deux égalités impliquent que Gs−1 = Gs

ce qui est contradictoire avec la minimalité de s.

Finalement, r = s .

(b) D'après les questions 3c et 4c, on a C = Fr et N = Gs. Comme r = s et d'après les questions 3d
et 4d, on a E = C +N et C ∩ N = {0} d'où :

E = C ⊕ N .

(c) L'application f|C est bien à valeurs dans C puisque, d'après la question 2b, C est stable par f . La
restriction d'une application linéaire est linéaire, donc f|C est bien un endomorphisme de C.
• Pour l'injectivité, prenons x ∈ Ker(f|C). On a x ∈ C = Fr donc il existe a ∈ E tel que
f r(a) = x ainsi f r+1(a) = f(x) = 0 donc a ∈ Gr+1 = Gr (car r = s). Ce qui démontre que
x = f r(a) = 0 et par suite Ker(f|C) = {0}, d'où l'injectivité de f|C .

• Pour la surjectivité, prenons y ∈ C = Fr, il existe x ∈ E tel que y = f r(x). Or Fr = Fr+1, il
existe u ∈ E tel que y = f r(x) = f r+1(u) donc y = f(f r(u)) et on a bien f r(u) ∈ C qui est
un antécédent de y par f|C .

f|C est surjective .

(d) Par le même raisonnement qu'à la question précédente, comme N est stable par f , on a : f|N :
N → N qui est linéaire, donc f|N est un endomorphisme de N . Pour tout x ∈ N = Gr, on
f r(x) = 0, c'est-à-dire que (f|N )r = 0, ceci toujours en utilisant le fait que r = s.

f|N est nilpotente .

8. (a) On considère l'endomorphisme de R[X] dé�ni par ∆ : R[X] → R[X]
P 7→ P ′

.

L'application ∆ est linéaire et par une récurrence élémentaire, on montre que pour tout n ∈ N,

∆n : R[X] → R[X]

P 7→ P (n)

On a, pour tout entier naturel n, Fn = R[X]. En e�et pour tout P ∈ R[X], il su�t de primitiver
n fois P pour obtenir un antécédent de P par ∆n (qui sera bien un polynôme). En particulier, on
a F0 = F1 et donc r = 0.
Par contre pour tout n ∈ N∗, Gn = Ker(∆n) = Rn−1[X] (que l'on peut aisément obtenir par
récurrence par exemple) et G0 = Ker(Id) = {0}. Finalement pour tout n ∈ N, Gn ̸= Gn+1 donc s
n'existe pas.

(b) On considère l'endomorphisme de R[X] dé�ni par Γ : R[X] → R[X]
P 7→ XP

.

L'application Γ est linéaire et une récurrence élémentaire donne, pour tout n ∈ N,

Γn : R[X] → R[X]
P 7→ XnP

.

Pour tout n ∈ N, Gn = {0} donc s = 0.
Par contre pour tout n ∈ N, Fn = Im(Γn) = {Q ∈ R[X], Xn|Q}, ainsi Fn ̸= Fn+1 et donc r n'est
pas dé�ni.
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(c) Ce contre-exemple est bien plus di�cile à trouver. On considère l'endomorphisme de R[X] noté ζ
et dé�ni par {

ζ(Xn) = Xn+1 si n n'est pas une puissance de 2
ζ(Xn) = 0 si n est une puissance de 2

La famille (Xn)n∈N étant une base de R[X], connaître les images par ζ de ces vecteurs su�t à
connaître ζ.

• Soit k un entier naturel. On a

ζ2
k−1(X2k+1) = X2k+1+2k−1 = X2k+1

ζ2
k
(X2k+1) = 0

Ainsi X2k+1 ∈ Ker(ζ2
k
) mais X2k+1 /∈ Ker(ζ2

k−1). La suite des noyaux (Gn), n'est pas
stationnaire à partir d'un certain rang, ce qui démontre que s n'existe pas.

• Soit k un entier naturel. On a X2k+1 ∈ F2k−1 puisque : ζ2
k−1(X2k+1) = X2k+1

. Par contre

X2k+1
/∈ F2k , pour le démontrer supposons par l'absurde que ζ2

k
(Xℓ) = X2k+1

. Il y a deux
cas à considérer :

Si ℓ ⩾ 2k+1 + 1, alors ζ2
k
(Xℓ) est nul ou bien de degré supérieur ou égal à 2k + 2k+1 + 1 >

2k+1.

Si ℓ ⩽ 2k+1 , alors ζ2
k
(Xℓ) = 0 car entre ℓ et 2k + l − 1, il y a une puissance de 2.

Dans les deux cas c'est absurde. Ce qui démontre que F2k est strictement inclus dans F2k−1

et la suite (Fn) n'est pas stationnaire à partir d'un certain rang. L'indice r n'existe pas.

Problème 3

1. Pour tout x ∈
]
0,

π

2

[
on a f(x) = exp

(
1

x
ln(cosx)

)
. cos est C∞ sur R, ln est C∞ sur R∗

+ et ∀x ∈]
0,

π

2

[
, cosx > 0 donc par composition, x 7→ ln(cosx) est de classe C∞ sur

]
0,

π

2

[
.

Puis x 7→ 1

x
est C∞ sur

]
0,

π

2

[
donc par produit x 7→ 1

x
ln(cosx) est C∞ sur

]
0,

π

2

[
, et prend ses valeurs

dans R, où exp est de classe C∞.
Finalement par composition, f est bien dé�nie et

f est de classe C∞ sur
]
0,

π

2

[
.

Pour tout réel x ∈
]
0,

π

2

[
on calcule

f ′(x) =

(
−1

x2
ln(cosx) +

− sinx

x cosx

)
exp

(
1

x
ln(cosx)

)
= −

(
ln(cosx)

x2
+

tanx

x

)
f(x).

D'où

∀x ∈
]
0,

π

2

[
, f ′(x) = −

(
ln cosx

x2
+

tanx

x

)
f(x)

2. On a lim
x→π

2
−
cosx = 0+ donc lim

x→π
2
−
ln(cosx) = −∞. On en déduit lim

x→π
2
−
f(x) = 0. D'où
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lim
x→π

2
−
f(x) = 0, donc f est prolongeable par continuité en 0.

3. ∀x ∈
]
0,

π

2

[
, ln(cosx) = ln(1+(cos(x)−1)). Et cos(x)−1

x→0−−−→ 0 donc ln(cosx) ∼
x→0

cos(x)−1 ∼
x→0

−x2

2
.

Ainsi
1

x
ln(cosx) ∼

x→0
−x

2
−−−→
x→0

0. Donc lim
x→0

f(x) = 1, par théorème de composition des limites. D'où

lim
x→0

f(x) = 1, donc f est prolongeable par continuité en 0.

4. (a) On a montré que f est de classe C1 sur
]
0,

π

2

[
et que f est continue sur

[
0,

π

2

]
. En vertu du

théorème de la limite de la dérivée, il su�t de démontrer que f ′ possède une limite �nie en 0. On
utilise pour cela l'expression de f ′ obtenue à la question 1 :

∀x ∈
]
0,

π

2

[
, f ′(x) = −

(
ln cosx

x2
+

tanx

x

)
f(x).

Or on a :

• lim
x→0

f(x) = f(0) = 1.

• lim
x→0

tanx

x
= tan′(0) = 1.

• ln cosx

x2
=

ln(1 + cos(x)− 1)

x2
∼
x→0

cos(x)− 1

x2
∼
x→0

−x2

2
x2

∼
x→0

−1

2
, donc lim

x→0

ln cosx

x2
= −1

2
.

Ainsi, par opération sur les limites, lim
x→0

f ′(x) =
−1

2
. Finalement,

f est de classe C1 sur
[
0,

π

2

[
et f ′(0) =

−1

2
.

(b) On écrit le taux d'accroissement de f en 0 :

∀x ∈
]
0,

π

2

[
,
f(x)− f(0)

x− 0
=

exp
(
ln(cosx)

x

)
− 1

x
.

Or exp(u) − 1 ∼
u→0

u et on a montré à la question 3 que lim
x→0

ln(cosx)

x
= 0. On en déduit

exp

(
ln(cosx)

x

)
− 1 ∼

x→0

ln(cosx)

x
, et donc

f(x)− f(0)

x− 0
∼
x→0

ln(cosx)

x2
.

Or, d'après la question 4a, lim
x→0

ln(cosx)

x2
=

−1

2
. Donc lim

x→0

f(x)− f(0)

x− 0
=

−1

2
, ce qui donne bien

f ′(0) =
−1

2
.

lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0
=

−1

2
.
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5. (a) Pour tout x ∈
]
0,

π

2

[
on a (cosx)

2
π × exp

[(
1

x
− 2

π

)
ln (cosx)

]
= (cosx)

2
π × (cosx)

1
x−

2
π = f(x).

D'où

∀x ∈
]
0,

π

2

[
,
f(x)

x− π
2

=
(cosx)

2
π

x− π
2

× exp

[(
1

x
− 2

π

)
ln (cosx)

]
.

(b) On a ∀x ∈ R, cosx = sin
(π
2
− x
)
. Comme lim

x→π
2

(π
2
− x
)
= 0 et sinu ∼

u→0
u, on en déduit

cosx ∼
x→π

2

π

2
− x .

(c) De la question précédente on déduit (cosx)
2
π ∼

x→π
2
−

(π
2
− x
) 2
π , d'où

(cosx)
2
π

x− π
2

∼
x→π

2
−

(
π
2 − x

) 2
π

x− π
2

∼
x→π

2
−
−
(π
2
− x
) 2
π−1

.

Et comme
2

π
− 1 < 0, on en déduit que lim

x→π
2
−

(cosx)
2
π

x− π
2

= −∞ .

(d) Soit x ∈
]
0,

π

2

[
tel que π

2 − 1 < x. On a

ln(cosx)

ln
(
π
2 − x

) =

ln
(
π
2 − x

)
+ ln

(
cosx
π
2−x

)
ln
(
π
2 − x

) = 1 +

ln

(
cosx
π
2−x

)
ln
(
π
2 − x

)
.

Comme cosx ∼
x→π

2

π

2
− x, on a lim

x→π
2

cosx
π
2 − x

= 1, et donc lim
x→π

2

ln

(
cosx
π
2 − x

)
= 0.

Comme lim
x→π

2

ln
(
π
2 − x

)
= −∞, on en déduit lim

x→π
2

ln(cosx)

ln
(
π
2 − x

) = 1.

ln(cosx) ∼
x→π

2

ln
(π
2
− x
)

(e) On a ∀x ∈
]
0,

π

2

[
,

(
1

x
− 2

π

)
ln (cosx) =

2

xπ

(π
2
− x
)
ln (cosx). Ainsi, d'après la question précé-

dente, (
1

x
− 2

π

)
ln (cosx) ∼

x→π
2

2

xπ

(π
2
− x
)
ln
(π
2
− x
)
.

Comme lim
u→0+

u lnu = 0, on a lim
x→π

2

2

xπ

(π
2
− x
)
ln
(π
2
− x
)

= 0, et donc l'équivalent ci-dessus

donne

lim
x→π

2

(
1

x
− 2

π

)
ln (cosx) = 0.
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Par continuité de l'exponentielle, on en déduit que

lim
x→π

2

exp

[(
1

x
− 2

π

)
ln (cosx)

]
= 1.

D'après les questions précédentes,

lim
x→π

2

f(x)

x− π
2

= −∞ .

(f) On vient de montrer
f(x)− f

(
π
2

)
x− π

2

=
f(x)

x− π
2

−→
x→π

2
−
−∞, donc f n'est pas dérivable en

π

2
.

Comme le taux d'accroissement de f tend vers −∞ lorsque x tends vers
π

2
, la courbe représentative

de f admet en
π

2
une demi-tangente verticale.
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