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La présentation, l'orthographe et la qualité de la rédaction seront prises en compte.

Les résultats devront être encadrés .

La recherche de l'intégralité du sujet est indispensable pour tous.

Cependant, vous rédigerez un devoir par binôme, avec relecture mutuelle. Bien sûr les

écritures des deux signataires devront apparaître de manière signi�cative dans la copie.

Problème 1

On note R3[X] le R-espace vectoriel des polynômes de degré inférieur ou égal à 3 et on considère E le
sous-ensemble de R3[X] formé des polynômes qui admettent 2 pour racine au moins double.

1. Donner un élément de E de degré supérieur ou égal à 3.

2. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R3[X].

3. En invoquant la division euclidienne par (X − 2)2, montrer que tout élément de R3[X] s'écrit de
manière unique comme somme d'un polynôme de E et d'un polynôme de degré au plus 1. En déduire
que R3[X] = E ⊕ R1[X].

4. On dé�nit l'application
φ : R3[X] → R2

P 7→ (P (2), P ′(2))
.

(a) Montrer que φ est une application linéaire.

(b) Montrer que Kerφ = E.

(c) Déterminer Imφ.

5. Soit f l'endomorphisme de R3[X] dé�ni par

f(1) = 1, f(X) = X2, f(X2) = X et f(X3) = X3.

(a) Donner l'image d'un polynôme quelconque de R3[X].

(b) L'endomorphisme f est-il injectif ? surjectif ?

6. Soient S = {P ∈ R3[X], f(P ) = P} et A = {P ∈ R3[X], f(P ) = −P}.
(a) Montrer que S et A sont des sous-espaces vectoriels de R3[X].

(b) Montrer que R3[X] = S ⊕A.

7. Soit F = Vect{1 +X3, X,X2}.
(a) Montrer que A ⊂ F .

(b) Décrire les éléments de F ∩ S.

8. Soit λ ∈ R \ {−1, 0, 1}. Montrer que le polynôme nul est le seul polynôme qui véri�e f(P ) = λP .

Problème 2

1. Soit α ∈ C \ R.

(a) Soit n ∈ N tel que n ⩾ 2. Montrer que x 7→
∫ x

−x

dt

(t− α)n
admet une limite lorsque x tend vers

+∞ et calculer cette limite.

Indication : calculer
∫ x

−x

dt

(t− α)n
en utilisant les méthodes vues en cours, puis passez à la limite.
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(b) Montrer que x 7→
∫ x

−x

dt

t− α
admet une limite lorsque x tend vers +∞ et calculer cette limite.

Indication : attention ! α est un nombre complexe non réel ! Donc pas de ln hâtif pour le calcul
de primitive. Écrivez α = a + ib, avec a, b ∈ R. Calculer ensuite séparément les parties réelles

et imaginaires de
∫ x

−x

dt

t− α
puis passez à la limite. Vous devriez trouver une limite égale à iπ si

b > 0 et autre chose si b < 0...

2. Soit R ∈ C(X) sans pôle réel et telle que degR ⩽ −2. On note P l'ensemble des pôles de R et P+

l'ensemble des pôles de R de partie imaginaire strictement positive.

(a) Écrire la décomposition en éléments simples de R dans C(X) (On ne demande pas de calculer les
coe�cients de chaque élément simple).

(b) Pour tout α ∈ P, on appelle résidu de R en α, et on note Resα(R) le coe�cient de
1

X − α
dans

la décomposition en éléments simples de R sur C. Montrer que∑
α∈P

Resα(R) = 0.

Indication : calculez de deux manières lim
x→+∞

xR(x).

(c) Montrer que x 7→
∫ x

−x
R(t) dt admet une limite �nie lorsque x tend vers +∞ et établir la formule

des résidus :

lim
x→+∞

∫ x

−x
R(t) dt = 2iπ

∑
α∈P+

Resα(R).

3. Application. Soient m,n ∈ N tels que m < n. En utilisant la formule des résidus, calculer

I = lim
x→+∞

∫ x

−x

t2m

t2n + 1
dt.

Indication : Véri�er qu'on peut appliquer la formule des résidus, puis déterminer tous les pôles de

R(X) =
X2m

X2n + 1
de partie imaginaire strictement positive et leurs résidus. Simpli�er ensuite le plus

possible le résultat.
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