MPSI Paul Valéry pour le 30/04,/2025
DEVOIR MAISON N° 17

La présentation, ’orthographe et la qualité de la rédaction seront prises en compte.

Les résultats devront étre |encadrés|.

La recherche de l’intégralité du sujet est indispensable pour tous.
Cependant, vous rédigerez un devoir par bin6me, avec relecture mutuelle. Bien sfir les
écritures des deux signataires devront apparaitre de maniére significative dans la copie.

Probléme 1

On note R3[X] le R-espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal & 3 et on considére F le
sous-ensemble de R3[X] formé des polynémes qui admettent 2 pour racine au moins double.

1. Donner un élément de E de degré supérieur ou égal a 3.
2. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R3[X].

3. En invoquant la division euclidienne par (X — 2)?, montrer que tout élément de R3[X] s'écrit de
maniére unique comme somme d’un polynéme de E et d’un polynéme de degré au plus 1. En déduire
que R3[X] = F @ Ry[X].

4. On définit 'application

o: R3[X] — R? .
P — (P(2),P'(2)
(a) Montrer que ¢ est une application linéaire.
(b) Montrer que Ker p = E.
(¢) Déterminer Im .
5. Soit f I’endomorphisme de R3[X] défini par

F) =1, f(X) = X%, f(X?) = X et f(X?) = XP.

(a) Donner I'image d’un polynéme quelconque de R3[X].
(b) L’endomorphisme f est-il injectif ? surjectif ?
6. Soient S = {P € R3[X], f(P) =P} et A={P € R3[X], f(P) =—P}.
(a) Montrer que S et A sont des sous-espaces vectoriels de Rg[X].
(b) Montrer que R3[X] =S¢ A.
7. Soit F' = Vect{l + X3 X, X?}.
(a) Montrer que A C F.
(b) Décrire les éléments de F'NS.
8. Soit A € R\ {—1,0,1}. Montrer que le polynéme nul est le seul polynéme qui vérifie f(P) = AP.

Probléme 2

1. Soit a € C\ R.
Toodt
—x (t_a)n

(a) Soit n € N tel que n > 2. Montrer que = — admet une limite lorsque z tend vers

+o00 et calculer cette limite.

Indication : calculer/ L
e (t—a)n

en utilisant les méthodes vues en cours, puis passez a la limite.
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(b) Montrer que x / admet une limite lorsque z tend vers 400 et calculer cette limite.
—T

Indication : attention ! o est un nombre complexe non réel! Donc pas de In hdtif pour le calcul

de primitive. E'cm'veg a = a+ b, avec a,b € R. Calculer ensuite séparément les parties réelles
et imaginaires de /_I % puis passez & la limite. Vous devriez trouver une limite égale & 1w si
b > 0 et autre chose si b <0...

2. Soit R € C(X) sans pole réel et telle que deg R < —2. On note & I'ensemble des poles de R et &2+

I’ensemble des poles de R de partie imaginaire strictement positive.

(a) Ecrire la décomposition en éléments simples de R dans C(X) (On ne demande pas de calculer les
coefficients de chaque élément simple).

1
(b) Pour tout o € &, on appelle résidu de R en a, et on note Res,(R) le coefficient de e dans
la décomposition en éléments simples de R sur C. Montrer que
Z Resy(R) = 0.
ac?
Indication : calculez de deux maniéres lim xzR(x).
T—+00
x
(¢) Montrer que x +— R(t) dt admet une limite finie lorsque x tend vers +oo et établir la formule

—x

des résidus : N

lim R(t)dt = 2im ) Resa(R).

x—+oo [_
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3. Application. Soient m,n € N tels que m < n. En utilisant la formule des résidus, calculer

T t2m
I= lim [ ——dt.
z—too J_ te + 1

Indication : Vérifier qu’on peut appliquer la formule des résidus, puis déterminer tous les pdles de
2m

R(X) = X1 de partie imaginaire strictement positive et leurs résidus. Simplifier ensuite le plus
possible le résultat.



