MPSI Paul Valéry Corrigé
DEVOIR MAISON N° 16

Probléme 1

1. D’apreés les propriétés d’anneau de L£(E),

goh=(f—3idg)o (f+idg) = f* —3f+ f—3idp = f* —2f —3idg =0
hog=(f+idg)o (f —3idg) = f>+ f—3f —3idg = f> —2f —3idg =0

Donc goh:hog:O‘.
2. Soit y € Im h. 1l existe x € E tel que y = h(x). Ainsi g(y) = g(h(x)) = (g o h)(z) = 0g. Donc

’IthKerg:G‘.

Soit y € Im g. 1l existe x € F tel que y = g(z). Ainsi h(y) = h(g(z)) = (ho g)(x) = 0g. Donc

[Img C Kerh = H |

3. Ona G+ H C E. Soit z € E. On montre qu’il existe un unique couple (y,2) € G x H tel que z = y+ 2z,
par analyse-synthése. Cela prouvera £ =G @ H.

Soit ye Getz€ Htelsquexz =y + z.

Comme y € G, on a g(y) = f(y) — 3y = 0g, soit f(y) = 3y.
De méme, comme z € H, on a h(z) = f(2) + z = 0g, soit f(z) = —=z.
On en déduit f(z) = f(y) + f(2) =3y — z. Or

1
{x:y+z y:1($+f($))

flz)=3y—=2 1
2= 7 Be— f(z))

1 1
Soit y = 1 (x4 f(x)) et z = 1 (3x — f(x)). On vérifie alors

. y+z=i(x+f(x))+i(3x—f(x)) = 2.

* 9(y) = fly) =3y = %(f(ﬂf)+f2(w)*3xf3f(w)) = i(f2f2ff3idE) (z) = Op, d'oi
y € G.

« h(2) = f(z) + 2 = %(3f(a:)—f2(x)—|—3x—f(a:)) - %1 (f2— 2f — 3idp) (z) = 0, dod
z € H.

On a donc montré que Vo € E, (y,2) e G X H,x =y+ 2. Donc | E=G® H |

4. (a) Soit z € E. 1l existe (xg,zn) € G x H tel que z = z¢ + vy
Comme zg € G, on a g(xg) = f(xg) — 3zg = 0p, soit f(rg) = 3xq.
De méme, comme zy € H, on a h(zy) = f(xy) + zy, soit f(zy) = —xq.
Ainsi, f(z) = f(zg) + f(eyg) = 3zg — zg. Or, par définition de p et ¢, on a p(z) = zg et

¢(z) = zg. On en déduit f(z) = 3p(z) — q(z), donc .



(b) Soit n € N. p et g sont des projecteurs associés. Donc d’aprés une remarque de cours, poqg = gop = 0
(facile a vérifier). En particulier, p et ¢ commutent. On peut donc appliquer la formule du bindéme
de Newton.

n
n _ _
f=0p—q"=> (k> 38 (—1)"Fptgn
k=0
Remarquons que pour tout k € Ntel que 1 <k <n—1, pkq”_k = (pq)pk_lq”_l_k = 0. Donc
e si n > 0, on obtient f* = 3"p" + (—1)"¢". Enfin, comme p et ¢ sont des projecteurs, on a
p'=petq"=q dou: f*=3"p+(-1)"q,
e pour n = 0, cette égalité est bien verifice car 3°p + (=1)%¢=p+ ¢ = idg = f°.
Donc ’Vn eN, f"=3"p+(-1)"q ‘

(a) On a les relations p+ ¢ = idg et f = 3p — ¢. On en déduit directement :

p=(dp+f) etq=7@Bidp—)

(b) Cela découle directement des questions précédentes.

=2 Gaprn+ CL gias )
P S S T

(a) Soit (z,y) € R?. On a :

PA(x,y) = f(5 — 4y, 3 — 3y)
= (5(bx — 4y) — 4(3x — 3y), 3(bx — 4y) — 3(3z — 3y))
= (13z — 8y, 6z — 3y)

On en déduit :

(f2 - 2f - 31dE)(x7y) = f2($,y) - 2f($>y) - 3(1’,@/)
= (13z — 8y, 6z — 3y) — 2(bz — 4y, 3x — 3y) — 3(x,y)
= (070)

Dou | f2 —2f —3idg =0/|.
(b) Soit n € N et (z,y) € R% Comme f2 —2f — 3idg = 0, d’aprés la question 5b, on a

3T 3(-1)

ey = T gy T
= <3n +?:L(_l)nx+ 3 (_l)n(Sx — 4y), 3 +?:L(—1)”y+ 3 _i_l)n(?)a: — 3y))
n+l _ (_1\n n+1 _ _1\n 1\ _ an
WneN, f'(z,y) = (32(1)90_(3”_(_1)”)%3 43( DR 1)2 3 y)




(c) On remarque que VYn € N, (up+1,Vn+1) = f(un,vy,). Ainsi on peut obtenir par récurrence que
Vn € N, (un,vyn) = f*(ug,v0) = f*(1,0)

D’apreés la question précédente,

3n+1 —(=1)" 3n+1 —3(=1)"
S T 1P T T

Probléme 2

Une urne contient des boules indiscernables au toucher, & savoir r boules rouges et b boules blanches avec
r et b non nuls. On effectue des tirages successifs d’une boule. Aprés chaque tirage, on remet dans 'urne la
boule tirée avec, en plus, ¢ boules de la méme couleur qu’elle (avec ¢ € N* fixé au départ).

Pour n € N*, on appelle B,, I’événement « la n-iéme boule tirée est blanche » et R, I’événement « la
n-iéme boule tirée est rouge ».

On s’intéresse aussi a I’évolution du nombre de boules dans I'urne. Pour cela, étant donnés n, k € N*, on
définit ’événement X* : «il y a exactement k boules rouges dans I'urne & la fin du tirage n (sous-entendu
aprés la remise des boules, juste avant le tirage n + 1) ».

1. Dans cette question (et seulement dans celle-ci), on s’intéresse au cas particulier r = b = ¢ = 1.

(a) L’urne contient initialement 1 boule rouge et 1 boule blanche. On effectue le tirage.
Si on a tiré une boule blanche (événement Bj), on en remet 2 et le nombre de boules rouges n’a
pas changé, et réciproquement. Ainsi By = X1.
Si on a tiré une boule rouge (événement R;), on en remet 2 et le nombre de boules rouges est de
2, et réciproquement. Ainsi Ry = X7.
Les événements By et Ry ont chacun une probabilité 1/2 (tirage équiprobable d’une boule dans
une urne qui en contient 2). Ainsi, | P(X}) = P(X3)|

(b) On a la situation suivante ; on a indiqué entre parenthése I’événement X aprés tirage : apres avoir
tiré une boule rouge, le nombre de boules rouges augmente de ¢ = 1.
Apreés chaque tirage, il y a une boule de plus dans 'urne, soit 2 au départ, 3 lors du 2¢ tirage
(apres le premier), 4 lors du 3°. Les tirages de chaque boule sont équiprobables, ainsi la probabilité
de tirer une boule rouge est le quotient du nombre de boules rouges par le nombre total de boules,
et de méme pour les boules blanches.



12
P(X3) = P(BiNBy) =

N | =

N —

1 (X3)
On lit cet arbre & I'aide de la formule des probabilités composées.
1 1
23 donc | P(X3) = 3t De méme, | P(X3) = 3

1
D’aprés la formule des probabilités totales, P(X3) = P(Ry N X3) + P(By N X3) = 6 + &

Donc

1

P(X2)=Z|

3

1

On pouvait aussi remarquer que X21, X22 et Xg forment un systéme complet d’événements.

De maniére similaire,

P(x}) =

1
47

(c) Le but de cette question est de démontrer par récurrence sur n € N* la proposition

1 1 1
P(X??):Z,P(Xg’):iet P(Xgl):i.
Hy, @ Ve e [1,n+1], P(XF) = !
n - bl b n _n+1

i. A chaque tirage, on rajoute 1 boule dans I'urne. En effet, aprés n tirages, le nombre de boules
est n + 2 dont au moins une blanche. Le nombre de boules rouges est donc compris entre 1

n+1

et n+ 1 donc Q = U Xffj. De plus, si k1 # ko, X,]fjl N Xﬁz = () car il ne peut pas y avoir a la

fois ki et ky boules rouges. Donc | (X¥)1<p<ni1 est un systéme complet d’événements |

k=1

n+1

ii. D’aprés la formule des probabilités totales, P(Xﬁﬂ) = Z P(X%)PX]‘ (XSH).
j=1

4



Or Py, (Xk ) =0saufsij=kouj=Fk—1 Aprésle (n+ 1)-iéme tirage, on a autant de
boules rouges ou une de plus qu’aprés le n-iéme tirage.
Done P(Xp 1) = P(Xp ) Pyr1 (X)) + P(X3) Py (X710).

iii. Or X,’j indique qu’il y a k boules rouges et n+ 2 — k boules blanches dans 'urne pour le tirage
suivant. Méme chose avec Xﬁ_l. D’ou les probabilités suivantes :

E_1 Rn—]{g—l k Rn—]L—ll
n+ 2 (Xn+1) n+2 (Xnil)
Xkt et XPF
Xk\ Bn+1 mk\ Bn+1
n ki n
e (Xp1) e (X5i1)
k—1 n+2—k
) k k—1 k
D'ou P(X,,4) = P(X; )m + P(Xn)W~

En supposant H,, vraie pour un certain n € N*, cela donne

P(xk, ) = 1 k—l+ L n+t2-k _ n+1 |1 .
T 4 1in4+2 T n+l n+2 (n+1)(n+2) n+ 2

Ceci montre I’hérédité de la proposition, qui se trouve ainsi démontrée par récurrence.

(d) Toujours a l'aide du méme systéme complet d’événements, d’aprés la formule des probabilités

n+1
totales, P(R,41) = ZP(XLC)PXS(RnH). Or comme précédemment, X* dénote n + 2 boules
k=1 By
dont k rouges dans 'urne, donc Py (Ryy1) = o
n n
w1l s 1 n+1 1
Final t, P(R = = k==
inalement, P(Fn+1) ;n—l—1n+2 (n+1)(n+2) ’; 2

~——
(n+1)(n+2)
2

2. Désormais pour tout le reste du probléme, on revient au cas général r, b, c € N*.
Le premier tirage est un tirage équiprobable d’une boule dans une urne qui en contient r + b. Le sous-

b

ensemble des boules rouges est de cardinal r, donc P(R;) = % De méme P(B;) = s
r T
On procéde de méme pour le deuxiéme tirage avec une urne de r + b + ¢ boules dont, en fonction du

premier tirage, r sont rouges et b+ ¢ sont blanches ou bien b sont blanches et r + ¢ sont rouges. On a
ainsi :

r+c R22
r+b+c r+2c
r (Xi“"rC)
r+b o B

e (X))

T R2
b | rthEes (X537

r+b By (X7)

By (X3)

r+b+c




D’aprés la formule des probabilités totales, P(R2) = P(R1)Pr,(R2) + P(B1)Pp,(Rs).

. r r+c b r r(r+c)+br

Ainsi P(Ry) = - '

st P(Ry) = e X g e T ra s ribte b tb+o
P(Ry)Pg,(Ry) _ r(r+c) rte

D’aprés la formule de Bayes, Pg,(R1) =

P(Ry)  r(r+o)+br |r+b+ec|
. Soit n € N*. On note p,(r,b) la probabilité d’obtenir une boule rouge au n-iéme tirage (r et b repré-
sentent toujours les nombres de boules rouges et blanches au début de I'expérience).

(a) D’apres la formule des probabilités totales, p,(r,b) = P(R1)Pgr,(Ry) + P(B1)Pp, (Ry).
Or, aprés avoir tiré une boule blanche, on a une urne composée de r + b + ¢ boules dont r rouges.
Donc tirer une boule rouge au n-iéme tirage sachant que la premiére boule était blanche revient
a tirer une boule rouge au (n — 1)-iéme tirage dans une urne qui aurait eu b + ¢ boules blanches
et 7 rouges au départ. Ainsi Pp, (R,) = pn—1(r,b+ ¢).
De méme Pgr,(Ry) = pp—1(r + ¢, b).
Donc py(r,b) = P(R1)pn—1(r + ¢,b) + P(B1)pn—1(r,b + ¢).
Donc

r b
Vn > 2, pu(r, b) = mpn—l(r +¢ b) + mpn—ﬂ?“y b+c)|

(b) On proceéde par récurrence, la formule ayant déja été démontrée pour n = 1.

_ r L r
Soit n > 1. Supposons que (pour tous r,b) P(R,_1) = ESA c’est-a-dire p,_1(r,b) = EA
D’aprés la question précédente, P(R,,) = pn(r,b) = %pn_l(r +c,b) + ﬂpn_l(r, b+ c).
r r
r r+c b r r(r4+c+0b) r

D’aprés 'H.R., P(R,,) = - N '
apres R., P(Ry) T+bxr+c+b+r+bxr+b+c (r+b)(r+b+c) r+b

Ceci achéve la récurrence.

(c) On appelle Py pn(r,b) la probabilité d’obtenir des boules rouges aux m-iéme et n-iéme tirage
(toujours lorsque I'urne contient b boules blanches et r boules rouges au départ).
Soit n > m > 2. Obtenir des boules rouges aux m-iéme et n-iéme tirage sachant que le premier
tirage était blanc revient a obtenir des boules rouges aux (m — 1)-iéme et (n — 1)-iéme tirage dans
une urne qui aurait contenu au départ r boules rouges et b+c boules blanches. Méme raisonnement
avec un premier tirage rouge.
Ainsi, ppp(r,b) = P(R1)pm—1,n—1(r + ¢,b) + P(B1)pm—1n-1(r,b + ¢), soit

r b
m,n 7b = 7 Pm—-1n— 7b — 7 Pm—-1n— ’b .
Pmn(r,b) T pPmt 1(r+ec )+T+bp 1n-1(r, 0+ ¢)

On peut maintenant démontrer par récurrence sur m la formule souhaitée.
L’initialisation découle des calculs précédents :

r(r+c)
(r+b)(r+b+c)

pin(r,b) = P(R1 N Ry) = P(R1)Pr, (Rn) = P(R1)pn-1(r +¢,b) =
Soit m > 2 et supposons la formule vraie pour m — 1 et tout n > m — 1. Alors dans la formule de
récurrence ci-dessus, on obtient

r (r+c)(r+2c) b r(r+c) B r(r+c)
r+b(r+b+c)(r+b+2c) r+b(r+btc)(r+b+2c) (r+b)(r+b+c)

Pm,n (ru b) =

ce qui termine la récurrence.



(d) Pour n >2et me [1,n—1],P(Ry, N By) = P(Ry,) — P(Ry N Ry) = pm(r,b) — pmn(r,b). Donc

_ r+c r(r+c) . (r+o)b
P(Bm O Br) = ==~ (r+b)(r+b+c) |(r+b(r+b+c)|

Cette expérience porte le nom du mathématicien américain Gyorgy Pdlya (oui, il était d’origine hon-
groise). On lui doit de nombreuz travaux sur les probabilités et la théorie des nombres tout au long du
XX¢ siécle, mais aussi des traités de didactique et de pédagogie. L’expérience de ['urne de Pdlya permet de
modéliser des comportements boursiers au cours desquels un acheteur qui achéte une action provoque par la
hausse de son cours un regain d’intérét (modélisé par Uajout des ¢ boules identiques a celle tirée).



