MPSI Paul Valéry Corrigé

DEVOIR MAISON N° 17

Probléme 1

1.
2.

4.

Par exemple | X(X —2)2 € E|.

PcE & (X —2)%P. Or deg P < 3.
Donc P € F < Ja,b € R, P = (X —2)%(aX +b) © Ja,b € R, P = aX (X — 2)? +b(X — 2)°.

Donc | E = Vect{ X (X — 2)%, (X —2)?}|

Soit P € R3[X]. Tl existe un unique couple (@, R) tel que P = (X —2)2Q + R avec deg R < 1.
Comme (X —2)?|(X —2)?Q, cela revient a dire que P s’écrit de maniére unique A + R avec (X —2)%|A
et deg R < 1.

C’est la définition de ’Rg [X] = F &R [X] ‘

(a)

(a)
(b)

(a)

(a)
(b)

\V/P7Q € R3[X]7 V)\aﬂ € Rv

(AP +pQ) = (AP + pQ)(2), (AP + nQ)'(2)) = (AP(2) + pQ(2), \P'(2) + pQ'(2))

= AMP(2),P'(2)) + m(Q(2), Q'(2)).

Donc ’ap est une application linéaire ‘

P € Kerp < (P(2), P'(2)) = (0,0) < 2 est racine double de P < P € E. Donc [Kerp = E|
Soit (a,b) € R% Soit P = (X —2)2 4+ b(X —2) + a. Alors P(2) = a et P'(2) =b.

Ainsi P est un antécédent de (a,b) par ¢. Donc (a,b) € Im .

L’autre inclusion étant évidente (par définition), |Im ¢ = R? |

Remarque. On peut aussi invoquer le théoréme du rang : d’aprés la question 3 (ou d’apres la
question 2 en justifiant que la famille est libre), dim £ = 2 et ainsi rg(p) = 2. Un sev de R? de
dimension 2 n’est autre que R? tout entier.

Soit P = aX?® 4+ bX? + cX +d € R3[X]. Alors | f(P) = aX® + ¢X? +bX +d|,

VP € R3[X], f(f(P)) = P. Autrement dit, f o f = Idg,[x). Donc f est bijectif (sa bijection
réciproque est f).

Donc ’f est injectif et surjectif ‘
Soit P = aX® +bX?+ X +d.
PeSaeb=ce P=aX?+b(X*+ X)+d Donc|S = Vect{X3 X%+ X, 1}|

PGA@{Z:C[:O

& P =0b(X? - X). Donc | A = Vect{X? — X} |

b b—
Avec la notation ci-dessus, P = aX? 4 %(X2 +X)+d+ ?C(X2 - X).

es €A

D'on |Rg[X] = § + A|

En outre [ SNA={0}|car Pe SNA=P=f(P)=—-P=P=0.

Soit P € A. Alors P = a(X? — X) avec a € R. Donc .
e Soit P € FNS. Alors P = a(1 + X3) 4+ bX? + ¢X et f(P) = P.
Dot a(1 + X3) +bX? +¢cX = a(l + X3) +c¢X? +bX. Donc b = c.
Ainsi P € Vect{1 + X* X? + X}.




e Réciproquement si P € Vect{l1+ X3 X2+ X}, alors P = a(14+ X?)+bX +bX? avec a,b € R.
Donc P € F.
En outre, f(P) = a(l 4+ X?) +bX +bX? = P donc P € S.

Donc [P € FS]

8. Le polynéme nul vérifie ’équation, montrons que c¢’est le seul.
Soit P tel que f(P) = AP. On décompose (de maniére unique) P = P} + P, avec P, € S et P, € A.
Alors f(P) =P — P, =)\P| +)\P.
Par unicité de la décomposition sur S+ A, on a P} = AP et Py = —\Ps.
Comme X ¢ {—1,0, 1}, nécessairement P, = P, =0, d’ou .

9. On peut ajouter les questions suivantes, pour écrire f matriciellement :
Donner la matrice de f dans la base canonique ; déterminer une base de A et une base de S'; les réunir
pour en faire une base de R3[X] et donner la matrice de f dans cette base.

Probléme 2

1. (a)

Soient & € C\ R et n € N tel que n > 2. La fonction f : ¢ —
-1
(n—1)(t— )"

= (t — )" est définie et

1
(t—ay

continue sur R et F : ¢t — (t—a) ! = 7 est une primitive de f sur R.

Soit z € R. On a

/_z (t —dta)" = [(n - 1)(_tl— a)”l]: - n_—ll <($ - 1M)"l (- —104)”1>

Comme n — 1 > 0, on en déduit le résultat par opération sur les limites.

—-n+1

r dt . i r dt
T — — admet une limite lorsque = tend vers 400 et lim — =0.
L —a) LN Y

1
Soit @« € C\ R. On écrit o = a+1ib, avec a,b € R. Comme o ¢ R, b # 0. La fonction f : ¢t — o

est définie et continue sur R, donc admet une primitive sur R. De plus

1 1 t—a+ib t—a b
vt eR = = j
& i Ta (t—a)—ib (t—a)?+0?

T U—ar+b o arar

Soit z € R. On a

/xdt_/xt—adt+i/xbdt
at—a ), (t—a)?+b? _p (t—a)2+0b2

/_x (t_ta_);bdt: [;ln((t—a)z—i—bQ)]_ :%(ln((:r—a)Q—l—bQ) —In((—z —a)® +b%))
1 (x —a)? +b?
_2ln<(—m—a)2+b?>'

w =1, on en déduit lim T g = 0.

Comme lim A G ar

z—+oo (—x — a)? + b?



t—a
D’autre part, en effectuant le changement de variable affine w = ——, on obtient

b
r—a
b
/‘r b Y / 1 d " Tr—a " —r—a
———dt = u = arctan — arctan .
s (t—a)>+b? u? +1 b b
—Tr—a
On distingue alors deux cas.
. . r—a . —Tr—a .. .
— Sib > 0, alors lim = 400 et lim = —o00, ainsi par opérations sur les
T——+00 b T—r—+00 b
limites,
z b
lim ———dt =

a—+oo J_ o (t —a)? + b2

) . Tr—a i —r—a
— Sib < 0, alors lim = —o0 et lim
r——+00 b T——+00

x b
li ———dt = .
x—l>I-&I-100 . (t — CL)Q + b2 i

= 400, ainsi par opérations sur les

limites :

On en déduit le résultat, par opération sur les limites.

T
X —

admet une limite lorsque x tend vers +oo et

Toodt [ dr osi Im(a) >0
—im sl Im(a) <0 °

s«

N e

(a) Comme deg R < 0, la partie entiére de R est nulle. Pour tout a € &, notons v, la multiplicité de
a en tant que pole de R. D’aprés le théoréme de décomposition en éléments simples dans C(X),
il existe des nombres complexes (Ao j) acz tels que :

1<j<va
_ S >\a7]
RX) = Y30 P
ae? j=1

(b) Comme deg R < —2, deg(XR(X)) < —1. Donc lim xR(z) = 0. D’autre part, pour tout o € &,

T—+00

et tout 7 € N*, on a
lim T 1 sig=1
x—+00 (x — Oé)j B 0 sij>2.

Ainsi, d’aprés la question précédente, et par opérations sur les limites, on en déduit
xglfoo zR(zx) = Z Aol = Z Resy(R).
aEP aEP

Par unicité de la limite,

Z Resq(R) =0

aEP




(c) Comme R n’a aucun pole réel, t — R(t) est définie et continue sur R, et admet donc une primitive
sur R. Soit x € R. Par linéarité de 'intégrale, on a, d’aprés la question 2b :

/m R(t)dt = Zi/_i(t)\j;)gdt

-z ace? j=1
Soient o € & et j € N*.
x A
— D’aprés la question la, si 7 > 2, lim ) __dt =0.
T—+oo J_ . (t — a)J
— D’aprés 1 ion 1b,si j =1et I li ) dt = imAgj =i .
apreés la question 1b, si j et Im(a) > 0, Jm G—ay dt = im)a,; = imResq(R)

x
Ao
— D’aprés la question 1b,si j = 1 et Im(a) < 0, lim % dt = —imAy; = —imResq(R).

r—+oo J_ . (t — Oé)

Par opérations sur les limites, on en déduit déja que

T

x> R(t)dt admet une limite finie lorsque x tend vers +oo
—T
De plus
X
Jim y R(t)dt = i Z Resq (R) — Z Resq (R)
ace? ace?
Im(c)>0 Im(a)<0
Or, d’aprés la question précédente, Z Resq(R) = — Z Resq(R). Dot
aeP aeP
Im(a)<0 Im(c)>0

lim R(t)dt = 2im ) Resa(R)|

r—=4o00 J_ .

aePt
2m
3. Soient m,n € N tels que m < n. Posons R(X) = Xl On a deg R =2(m—mn) < —2. De plus,
R 1’a aucun pole réel, car Vo € R, 22" +1 > 0. D’aprés la formule des résidu, I est bien défini et

on a
T

I= lim g R(t)dt = 2ir Z Resq (R).
aePt
Déterminons les poles de R. Remarquons déja que R est écrit sous forme irréductible car 0 est la
seule racine possible du numérateur et 0 n’est pas racine du dénominateur. Les poles de R sont
donc les racines de X?™ + 1. Soit z € C. On a 2> +1 = 0 < 2% = —1. Les poles de R sont
donc les racines 2n-iémes de —1. Il y en a 2n. Donc R n’a que des pdles simples. D’autre part

v v
§ =exp <2) est une racine 2n-iéme de —1. Les autres sont les £w”, avec w = exp () =& et
n n

k € [0,2n — 1]. Autrement dit

P = {g%“ | k€ [0,2n — 1ﬂ} .




Déterminons maintenant les poles de R qui ont une partie imaginaire strictement positive. Soit
k€[0,2n —1]. On a

Im(¢2F+1) = Im <exp (W)) = sin (M) :

2n
Ainsi

2 1
— si k € [0,n — 1], alors 0 < (k;—)ﬁ < 7, done Im(£2F+1) > 0,
n
2 1
— sik € [n,2n — 1], alors 7 < M

< 2, donc Im(£%+1) < 0.
On en déduit :

Pt = {g%ﬂ | ke [0,n— 1]]}

Calculons maintenant les résidus de ces poles. Soit k € [0,n — 1]. Posons ay, = §2k+1. On sait que

o X 2n—1 = In—1

X?m a2m
Resa, (7) = (RO - o), = gzt ) = gk
| X =ay, no

k

2m+1
a
En multipliant numérateur et dénominateur par ag, on obtient Resy, (R) = —&

5, - Donc, comme
2nai
" = —1,
2m—+1
Resq, (R) = ™
On en déduit que
n—1 ir n—1 ir n—1 in n—1
—9; . _ T 2m41 _ T 2k+1\2m+1 _ T 2m—+1\2k+1
I—QZWZR%%(R)— - o = Z(f ) = Z(ﬁ ) :
k=0 k=0 k=0 k=0
2 1)i
On reconnait la somme des termes d’une suite géométrique de raison (62712 = exp (M) #
n
1car 0 <2m+ 1 < 2n. Ainsi
I i £2m+1 _ (£2m+1)2n+1 B T 1— (£2m+1)2n
T on X 1 _€2(2m+1) T on X 5_(2m+1) — £2m+1
Or (£2m+1)2n _ (§2n)2m+1 _ (_1)2m+1 — —1 et comme |§| =1, 5—(2m+1)_£2m+1 - —9 Im(£2m+1) _
2 1
—2isin ((7n+)7r> D’ou
2n
x 752m
I= lim . t= il
z—+oo J_, 4P+ 1 nsin ((2m2+1)7f>
n




