MPSI Paul Valéry Corrigé

DEVOIR MAISON N° 18

Probléme 1

Dans ce probléme on va s’intéresser aux compositions successives d’une fonction avec elle-méme : on note
pour cela f[l] = f et, pour n > 2, f[”H] =fo f[”}. Ainsi, fm =fof, f[?’] = fo fof, etc. On rappelle que
la fonction tangente est de classe C*° sur son ensemble de définition, donc sur un voisinage de 0.

1.

Résultat général : Montrons par récurrence que si f est C° au voisinage de a, strictement croissante
et f(a) = a, alors pour tout n € N*, £l est C* au voisinage de a.

L’initialisation est immédiate car fm = f est C* au voisinage de a.

Pour I’hérédité, soit n € N. Supposons f[n} de classe C* au voisinage de a, emphi.e. sur Ja — h,a + h|
avec h > 0. On a aussi f de classe C* au voisinage V de a.

De plus comme f est strictement croissante, continue au voisinage de a et vaut f(a) = a, il existe un
voisinage V' de a tel que f(V') Cla — h,a + h|.

Alors par composition, f[”+1] = f[”] o f est de classe C""! sur VNV,

Ceci achéve la récurrence.

. 11 suffit que tan!™ soit de classe C° au voisinage de 0 et pour cela il suffit que tan soit de classe C° en

0, avec la méme justification que précédemment.

Remarque. En cours a été utilisée hypothése de la classe "™ pour avoir un DL & l'ordre n, mais
on a aussi évoqué (sans le démontrer) que la classe C™ suffit.

Par ailleurs, comme tan est impaire, alors pour tout n € N, tan!™ est impaire donc son polynoéme de
Taylor est impair, d’oll la forme donnée.

Voir détails en cqurs. On montre successivement :
T T 1
cos(x) = 1- 5 + 21 + o(z®) donc par composition, cos( = 1+ =+ +o(z%);

3 0 6 3 2P 6
et sin(x) Rt Aty + 120 + o(2”) donc par produit |tanz =TT 3 + 5 +o(z°) |
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POSONS U = T + — + —— + o(z%) — 0. Alors u® = 23 +2° 4+ 0(z%) et v° = 2° + o(z9).
3 15 z—0 z—0 z—0
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Avec tan(u) ol + 3 + = + o(u®), par composition, on a

Méme démarche avec tan™ z = anx + bnx3 + cnx5 + o(xﬁ). On pose u = apx + bn;vg + Cn335 + 0(1“6) et
on compose avec

3

On a u® = a3x® + 3a2b,x° + o(x®) et u® = a22® + o(2®). Ainsi

[n41] ay, 3 2 203\ 5 6
tan (x) = apx + bn+§ x” + cn+anbn+1—5 x° + o(z”).
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Donc |api1 = a% s bne1 = by + ?" et [cpi1 =cp+ aibn + 1—5"




6. Expressions des trois suites :

(a) On montre aisément par récurrence que ’Vn e N* a,=1|

1 1
(b) Deés lors, Vn € N, b1 — by, = 3 donc (by,) est arithmétique de raison 3 donc |Vn € N*, b, = % :
(c) On peut poser ¢cg =0 (f[o] = Id) pour suivre 'indication de I’énoncé ou sommer a partir de n = 1.
Soit n > 2.
n—1 n n 9
_ — 14 =
Z(Ck+1 Cr) Z 3 + 15
k=1 k=1
_(n—=1)n  2(n-1)
B 6 15
n—1
Par ailleurs, par télescopage, Z(C]{;+1 —Ck) = ¢p — €.
k=1
) (n—1)n 2n
Final t =4 —|
inalement, | c, 5 + 15
3 5 — 1 5
7. Conclusion : soit n € N*. [tan™(z) = z+ L n(sn — Da” + o(z%) |
z—0 3 30

8. Soit n tel que ay, by, ¢, € N.
n
D’une part 3 € N, i.e. n est un multiple de 3.

omn—1
D’autre part M €N, ie 30 | n(bn — 1). Comme 5n — 1 et 5 sont premiers entre eux, alors

d’apres Gauf, 5 | n.
Comme 3 A5 =1, n est nécessairement un multiple de 15; en particulier, n > 15.
Réciproquement convient car aj5 = 1, bis = 5 et c15 = 37.



