MPSI Paul Valéry Entrainement
ALGEBRE LINEAIRE ET CHANGEMENTS DE BASE

Probléeme 1

L’échauffement est indépendant de la suite du probleme. Simplement, il établit ou rappelle quelques
résultats que vous étes libres d’utiliser par la suite. Dans tout le probleme, on identifiera R"™ et M,, 1 (R) et
on notera donc plutot en colonnes les éléments de R™.

A  Echauffement

1. Soit E un espace vectoriel et u et v deux endomorphismes de E. Montrer que
vou=0<«Imu C Kerv.

Remarque : ici, 0 désigne naturellement ’endomorphisme nul Oz (g .

2. On définit 'endomorphisme de R? suivant :
fiR? — R?
() ()
On ne demande pas de montrer que cette application est linéaire.

(a

) Déterminer A la matrice de f dans la base canonique B de R2.
(b) Déterminer f o f. Que peut-on en déduire sur Im f et Ker f?
)

)

(c
(d

Déterminer une base de Ker f et une base de Im f.

Soit X = <i’>

Calculer f(X) et montrer que (X, f(X)) est une base de R?. On la notera .

(e) Déterminer la matrice C' de f dans cette base et donner une matrice P inversible telle que
AP = PC.

B Généralités en dimension 2

Soit E' un R-espace vectoriel de dimension 2, Id désigne I’application identité de E. Soit f € L(FE). On
note usuellement f2 = fo f.

3. Dans cette question, on suppose que f n’est pas ’endomorphisme nul et qu'il vérifie f2 = 0.
(a) Montrer qu'il existe un vecteur z € R? tel que (z,f(x)) soit une famille libre de E.
(b) Justifier que cette famille £ est alors une base de E.
(¢) Donner la matrice de f dans la base £.

4. Dans cette question, on suppose que f vérifie f2 = —21d.

(a) Montrer que pour tout A € R, I"équation f(z) = A -z admet une unique solution (que l'on
précisera).

(b) Soit a € E un vecteur non nul. Montrer que la famille £ = (a,f(a)) est une base de E.

(c) Donner la matrice de f dans la base €.



C Un espace de polynomes

Dans cette partie, on appelle E = R3[X] 'espace des polynomes de degré maximum 3, dont on appelle
B= (1,X,X2,X3) la base canonique. On définit

5. (a)
(b)
(c)
(d)

()

(f)

f:EFE —- FE
P — (1+X%)P'—-2XP

Montrer que f est un endomorphisme de F.
Donner la matrice de f dans la base B et calculer son rang.
Déterminer une base de Im f.

On appelle F' I’ensemble des polynoémes P € E qui vérifient f(P) = —2P. Montrer que F' est un
sous-espace vectoriel de E et en déterminer une base.

En déduire qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est

00 0 O
00 0 O
00 -2 0
00 0 =2

Vrai ou faux 7 (justifier)
i.Imf=F.
ii. F=1Imf®Kerf.

6. Le but de cette question est de déterminer les endomorphismes ¢ de E qui vérifient ¢? = f.
Soit ¢ € L(F) solution du probleme.

(a)
(b)
()

Montrer que fop =¢o f.
Montrer que VP € Ker f, p(P) € Ker f.

On note alors ¢qg: Ker f — Ker f D’endomorphisme de Ker f induit par ¢.
P — p(P)
Montrer que cpg = 0. En déduire que soit g = 0, soit il existe une base de Ker f dans laquelle la

. 0 0
matrice de g est (1 0).

De la méme maniere, justifier ’existence d’un endomorphisme ¢ de F' défini par
VP € F,41(P) = o(P).

Calculer np%. Que la partie B nous permet-elle de conclure ?
En déduire la forme de la matrice de ¢ dans une base bien choisie.



