MPSI Paul Valéry 10/05/2025
DEVOIR SURVEILLE N° &

Les résultats devront étre |encadrés |

Si le candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il ’indique sur sa copie et
poursuit en expliquant les initiatives qu’il a été amené a prendre.

Probléme 1

Soit (F) I’équation différentielle
(1-2)% = (2 - 2)y.
1. (a) Sans calculer les solutions de (£), montrer que toute solution de (E) sur |—oo, 1] est de classe

C®. Indication : on pourra montrer par récurrence qu’une solution ¢ est de classe C", pour tout
n € N.
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(b) Montrer que la solution f de (E) sur |—oo, 1] vérifiant f(0) = e est f:x . exp (1 >
-z —x

(c) Calculer le développement limité de f en 0 & Pordre 3.

2. (a) Montrer que pour tout n € N, il existe un unique polynéme P, € R[X] tel que :

Ve € |—o0,1[, f™M(z) = P, (1> exp <1> .

1—=x 1—=x

Donner une expression de P,11(X) en fonction de P,(X), P,(X) et X.
(b) En dérivant n fois I’équation (F), montrer que pour tout n € N* :

Poy1(X) = (2n+ )X + X?) Py(X) — n®X? Py (X).

3. Pour tout n € N, on pose a, = f(0).
(a) Exprimer, pour tout n € N*, a,41 en fonction de n, a, et a,_1.
(b) Donner ag, a1, az, as et ay.
(¢) Préciser le développement limité de f en 0 a l'ordre 4.

P P .
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4. Pour tous n,p € N, on pose u, = Z Al et Sp(n) = Z (n(;);) .
=0 =0
(a) Soit n € N. Ecrire la formule de Taylor avec reste intégral a I'ordre n de la fonction exponentielle
en 0.
(b) En déduire que la suite (up)pen converge vers e.
(c) Soit p € N*. Exprimer S,(0) et Sp(1) en fonction de u, et u,—1. En déduire que les suites (Sp(0))pen
et (Sp(1))pen convergent et déterminer leur limite.
(d) Montrer : ¥(n,p) € (N*)?, S,(n + 1) — 2(n + 1)S,(n) + n2S,(n — 1) = S,_1(n) — Sp(n).
(e) En déduire que pour tout n € N, la suite (Sp(n))pen converge vers ay.



Probléme 2

Notations

On considére un entier naturel n > 2 et on note B = (X?)o<j<, la base canonique de R,,[X].
Pour tout k € [0,n], on définit un polynéme :

Ry = XF(1 - Xx)nFk

Tout polynéme P pourra étre identifié a la fonction polynomiale qui lui est associée et on pourra noter
0 le polynome nul, au lieu de Og[x]. On définit I'application

v Ry[X] — R,[X]
n
n k
U — (—)
> (1)v ()
k=0
Dans tout le probléme, le résultat d’'une question peut étre admis afin de faire la suite.

A FEtude du cas n =3

Dans cette partie, on se place dans le cas o n = 3. Ainsi les polynémes définis dans ’énoncé sont

Ry=(1-X)? Ri=X(1-X)? Ro=X?*1-X)et R3=X>

1. Montrer que (Ry, R1, Rz, R3) est une base de R3[X].
2. Montrer que ¢ est un endomorphisme de R3[X].
3. Justifier que la matrice de ¢ dans la base B est :
1 0 0 0
A 0 1 1/3 1/9
“lo o 2/3 2/3
00 0 2/9

4. Justifier que ¢ est un automorphisme de R3[X].

5. (a) Déterminer deux polynomes Qs et Q3 de degrés respectifs 2 et 3 et de coefficient dominant 1
tels que :

P(@2) = 5Qz et $(Qs) = 50s

On pose également Qg =1 et Q1 = X.
(b) On pose C = (Qo, Q1,Q2,Q3). Justifier que C est une base de R3[X].
(¢) Expliciter la matrice de ¢ dans la base C, on note D cette matrice.
(d) Déterminer la matrice de passage, notée P, de B a C. Déterminer P~ 1.
)

(e) Pour p € N, déterminer AP. On explicitera tous les coefficients.



B Etude du commutant

On se place toujours dans le cas oi n = 3 et on reprend les notations de la partie précédente.
On note F4 'ensemble des matrices M € M4(R) qui commutent avec A, c’est-a-dire que AM = M A.

6. Montrer que F4 est un sous-espace vectoriel de My (R).

7. Soit M € My(R) et N = P~'MP. Montrer que M commute avec A si et seulement si N commute
avec D.

8. Onnote Fp = {N € My(R), DN = ND}. On admet que ’on peut démontrer que c’est un sous-espace
vectoriel de My(R), comme dans la question 1. Déterminer une base et la dimension de Fp, pour cela
on ne g’effrayera pas d’un systéme de 16 équations & 16 inconnues.

9. On pose :

L' My(R) — My(R)
M — PlmP

Démontrer que I' est un automorphisme de My(R).

10. En déduire la dimension de F4.

C Retour au cas général

On rappelle que n est un entier naturel supérieur ou égal a 2.

11. (a)

12. (a)

()

Soit j € [0,n]. Démontrer que :
n—j .
XT=% ( i >Rk+j
k=0
En déduire que (Ry)o<k<n est une base de R, [X].
Démontrer que ¢ est un automorphisme de R, [X].

Démontrer que :

0(1) =1, p(X) =X et p(X?) = (1— %>X2+%X

En déduire que Ro[X] est stable par ¢.
On note ¢ 'endomorphisme de Ry[X] correspondant a la restriction de ¢ a Ro[X].

On note A,, la matrice de ¢ dans la base canonique de Ra[X].
1 1

Démontrer que A,, = (1 — —)Ig + —H ou H est une matrice a préciser.
n n

Déterminer une matrice @) € M3(R) inversible et dont les coefficients diagonaux valent 1 telle que

H=QAQ ! avec A =

O O =
S = O

0
0
0
En déduire lim A.

n—+00

Indication : pour étudier la limite d’une suite de matrices, on examine simplement la limite coef-
ficient par coefficient.



