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Probléme 1

Soit (an)nen+ une suite de nombres réels.
aj 2 17

la suite (ay,) est bornée,
On dit que « (ay,) vérifie la propriété (P) » si on a & la fois { v, ¢ N* an >0
9y Y

la série E an diverge.
n>0

On note alors
n

" 1 ag
LA, = E t >2,b, = —.
Vn € N¥, 2 ar et Vn ln(An); A,

Dans tout ’énoncé, on pourra utiliser sans démonstration la propriété (1) suivante : étant données (u,) et
(vp) deux suites réelles & termes strictement positifs,

Un ~ Un,
n—-+o0o

et
Z uy, diverge
n>0

n

n
alors ;uk T Z Vk- (1)

k=1

si

n
1
1. Pour tout entier naturel n > 1, on pose H, = Z T

k=1
1
En utilisant les séries de terme général u, = — et v, = In(n + 1) — In(n) et la propriété (1), montrer
que "
" S 20
2. (a) De facon analogue, montrer que
1
T, = Fn(k) e In(In(n))
k=2
. . 1
(b) En déduire la nature de la série de terme général w,, = :
nln(n)

(c) Retrouver ce résultat sans utiliser la propriété (1).
3. Etude de deux exemples.

(a) On pose dans cette question Vn € N*, a,, = 1. Montrer que la suite (a,) vérifie la propriété (P)

et déterminer lLim b,.
n—-+o0o

1
(b) On pose dans cette question Vn € N*, a,, = —. Montrer que la suite (ay) vérifie la propriété (P)
n

et déterminer lim b, (on pourra utiliser la propriété (1) et la série an)
n——+0oo >0

4. Retour au cas général : on considére (a,) une suite quelconque qui vérifie la propriété (P).

(a) Montrer que A, ~ A,_1.
n—-+o00



(b) Montrer que

An 1 An
Ap n—too " An1)

a
(c) Déterminer alors la nature de la série E =,
Ap
n=2
(d) A I'aide de la propriété (1) et des questions précédentes, déterminer lir+n by,.
n—-+00o

5. Soit (u,) une suite a termes strictement positifs telle que Zun diverge.

Montrer qu’il existe une suite (v,) & termes positifs tels que Z v diverge

n>1 n

6. Soit (a,) une suite vérifiant la propriété (P). Pour quelles valeurs de x € R la série Zanac” est-elle

n>1
convergente 7 divergente 7



