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DEVOIR MAISON N° 20

Probléme 1

1
1. Pour tout n > 1, soit u, = — et v, = In(n + 1) — In(n).
n

1 1
On sait que v, ~ v, carIn(n+1)—In(n) =In (1 + > ~ =
n—-+4oo n n—+oo n
De plus, la série Z uy, diverge. Donc, par la propriété (1), on a
n>0
n n n
H, = Zuk N ka = Zln(k +1) —In(k) =In(n+ 1) e In(n) |
k=1 k=1 k=1
1
2. (a) Pour tout n > 1, on pose u, = nIn(n) et v, = In(In(n + 1)) — In(In(n)).
1 1
On a uy, oo Un €A In(In(n +1)) —In(In(n)) = In (1 + ln(n)> A nln(n)’ De plus, la série

Zun diverge. Donc, par la propriété (1), on a
n>0

T, => w o D op=> In(ln(k +1)) — In(In(k)) = In(In(n + 1)) o [In(n(n)) |
k=2 k=2 k=2

(b) Ses sommes partielles T, it In(In(n)) et In(In(n)) tend vers l'infini lorsque n tend vers l'infini.

Donc la série E wy, diverge|.

n>1

(¢) On peut utiliser le critére de comparaison avec une intégrale :

X
/2 thi(t) dt = In(In(X)) ~ In(In(2)) ——> +oc.

Donc .

la série E wy, diverge
n>0

3. (a) La suite (ay,) vérifie la propriété (P) car a; = 1 > 1, la suite est bornée, a,, > 0 pour tout n, et la
série Z a,, diverge (grossiérement).
n>0

1 &1 In(n) :
OnaAn—net bn_]n(n);]{n;\j}ooln(n)_l Donc ngr}}loobn_l

(b) La suite (ay) vérifie la propriété (P) car a; = 1 > 1, la suite est bornée, a,, > 0 pour tout n, et la

série g a,, diverge (série harmonique).

n>0 1
a
A, =H, ~ 1 =~ .
On a e n(n) et Ay oo nIn(n)
" ay 1 &< a In(In(n))
D — ~ In(l t by, = -_— o~ .
one ; Ay oo () € In(4,) 2= A n>toe  In(n) -0

Donc| lim b, =0/
n—-+o00




4.

D.

(a) On a A, = A,_1 + a,,. Comme la suite (a,) est bornée et A,, = 400, a, = o (Ay).

n—oo
Donc|A, ~ A,_1}

Ay A, A, »
(b) In <An—1> =1In (1 + <An—1 — 1>> o Ay 1 car cette quantité tend vers 0.
An ) An - An—l Qp,

n—r+00 Ap1 Ap

) - A Ap
(c) Par télescopage, ;m <A ) =In(4,,) = 4o00. Donc Zln (A

) diverge. Puis par compa-
k—1 k—1

raison de séries a termes positifs (la suite (A,,) est croissante car les ay, sont positifs), Z dlverge .
n>2

— 0.Donc| lim b, =0|

——+00 ln(An) n—-+o0o

(d) Ona ;”T’Z ~In(In(Ay)) et by =
=1

n
On consideére les sommes partielles S, = E U
k=0

Un,
STL
Si (un) n’est pas bornée, elle a une suite extraite (uy,(,)) tendant vers +oo. Il suffit de poser, pour tout
n >0,

Si (uy) est bornée, |v, = convient d’aprés la question 4c.

Un .
— S1non.

{151 3k €N, n = (k)
VUp =
n

Ainsi v, = on(u,) mais Z vy, est grossiérement divergente (& cause de la suite extraite constante égale
al).
(an) est bornée donc a,z" = O(2"). Pour |z| < 1, Zanx" converge (absolument) par comparaison

n=>1
avec une série géométrique.

Si|z| =1, g apz" diverge| car E ap diverge. Si |z| > 1, g anz™ diverge grossiérement | (sinon

anp = o (x7") et alors on aurait g ap converge.
n—o0



