Corrigé du probleme d’algebre.

Partie A : Application ¢4
1) Soient M et N deux matrices de .4, (R).

oA(M+N) = AM+N)— (M+NA
= AM 4+ AN — (MA+ NA)
= AM + AN - MA - NA
= AM - MA+ AN - NA
= pa(M)+pa(N)

Soient A € R et M € #,(R).
pa(AM) = AMM)—-(A\M)A

= MM - \MA
= AAM — MA)
Apa(M)

Ceci montre que ¢4 est linéaire.

L’application ¢4 est une application linéaire de ./, (R) dans ., (R) : ¢’est un endomorphisme de ., (R).

’ L’application ¢4 est un endomorphisme de ., (R). ‘

2) On a @a(I,) = 0,, donc pa(l,) = pa(0,) ce qui montre que p4 n’est pas injective.

’ L’application ¢4 n’est pas injective. ‘

3) lere rédaction

L’application ¢4 étant un endomorphisme d'un espace vectoriel de dimension finie, on a : ¢4 est injective
si et seulement si p4 est surjective (théoréme de caractérisation des isomorphismes).

D’apres la question précédente, ¢4 n’est pas injective donc ¢ 4 n’est pas surjective.

2¢me rédaction

L’espace vectoriel .4, (R) étant de dimension finie, on a d’aprés le théoreme du rang :
dim(Ker(¢4)) + dim(Im(pa)) = dim(.#,(R)) .

D’apres la question précédente, g4 n’est pas injective donc Ker(p4) # {0,} et dimKer(¢4) > 0.
On déduit dim(Im(pa)) < dim(,(R)) d'ott Im(pa) # A, (R) donc ¢4 nest pas surjective.
3eme rédaction

Par l'absurde, si ¢4 est surjective, en particulier il existe M € ., (R) tel que I,, = AM — MA.
On a alors

tr(,) = tr(AM — MA) = tr(AM) — tr(MA) =0 .

Contradiction et résultat.

’ @A n'est pas surjective. ‘

Partie B : Exemple
4) a. On considere une matrice M de .#(R).

On éerit

avec z, ¥y, z, t des réels.

On a
; t : 2
Y e B VO
2z 2t z z+2t
donc
z —r—y+t
mM):( ! )
z —Z
et
—r—y+t=0
pa(M) =0y <= {
z=0
M= ; eKer(pa) < z+y=tetz=0
z t
b. On a
=—a+p
z+y—t=0 r=-y+t Y=
ey = {" v S y=a (a, 8 €R)
2=0 z= z=0
donc

—a+06 « -1 1 (1 0 -1 1
Ker(¢A>:{< 0 ﬂ)}(},gemz{(l((] 0>+H<0 1)}’[@&:\/6“((0 O)’(

-1 1
On pose B = .

On a donc Ker(pa) = Vect(Iz, B) : la famille de vecteurs (I, B) est génératrice dans Ker(¢a).

Pour tous a et 5 dans R, on a

v—B B
aly + B =0y — <QO[ 1>:<g g) — a=0et =0

(&3

donc la famille de vecteurs (I, B) est libre.

La famille de vecteurs (I, B) est libre et génératrice dans Ker(g,).

On déduit que c’est une base de Ker(¢a).

La famille de vecteurs (I2, B) est une base de Ker(¢4).

Ker(¢4) admet une base composée de deux vecteurs donc ¢’est un espace vectoriel de dimension 2.

dim(Ker(pa)) =2
5) a. L’espace vectoriel .#>(R) étant de dimension finie, on a d’apres le théoréme du rang :

dim(Ker(¢a)) +dim(Im(p4)) = dim(.#(R)) .

On a dim(#(R)) = 4 et d’apres la question précédente, dim(Ker(p4)) = 2 donc dim(Im (p4)) = 2.

dim(Im (¢a)) =2
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b. lere rédaction
On a

()

Pour tous « et 3 dans R, on a

01 1 0 6] 0 0
o + 3 =0y < | g — a=0et =0
0 0 1 -1 B8 B 0 0
donc la famille de vecteurs 01 s Lo est libre.
00 1 -1

C’est une famille libre de deux vecteurs dans Im (¢ 4) qui est un espace vectoriel de dimension 2 : ¢’est donc

Il

N
o O
S =
-
@

S

kS

/
N
=)
(=R
_—
S~
Il

/N
= =
=
—_

~

une base de Im (p4).

0 1 1 0
La famille de vecteurs <<0 0> R <1 1>> est une base de Im (p )

2eme rédaction
La famille de vecteurs (E11, F12, E21, Fa2) est une base de .#,(R) donc

Im(pa) = Veet(pa(Bn), pa(Er2), pa(Bar), pa(E22))
G DEDE D
0 0 0 0 1 -1 0 0
ST
0 0 1 -1

0 1 1 0
Ainsi, la famille de vecteurs <<0 0) N <1 1)) est génératrice dans Im (p4).

Pour tous « et 5 dans R, on a

01 1 0 8« 00
a +8 =0y < = — a=0et =0
0 0 1 -1 8 —B 0 0
donc la famille de vecteurs 01 s Lo est libre.
0 0 1 -1

01 10
La famille de vecteurs ((0 0) s (] 1)) est libre et génératrice dans Im (¢,4) donc c’est une base de

Im (¢4).
3eme rédaction

z
Drapres la question 4a, si M = (
z

y
;) est une matrice de .#(R), on a

pald) = ( ””’y”>

z —Z

donc

e

L)
(0 )G
(0 )

Ainsi, la famille de vecteurs 01 s !
00 1

Pour tous « et 5 dans R, on a

Y

-1

0

01 (1 0 I}
« + 5 =0y <

0 0 1 -1 Ié]
0 est libre.
-1

01 1 0
La famille de vecteurs (( ) s ( )) est libre et génératrice dans Im (¢4) donc c’est une base de

. 01 1
donc la famille de vecteurs s
00 1

0 0 1 -1
Im ().
6) On a
oa(Ew) =
oa(E1) =

0
0

Sl
(0

)

1 0 0 1
Lo 00 2,y,2,t€R

D66 )
9)

0
)) cst génératrice dans Tm (p4).

a9 00 — a=0et =0
-3 0 0

o)

<
()

= 12

1
wa (Ex) = . =FEn + Ey — B

0 1
Ego) =
a (Fa2) (0 O)
R
0 0 1
-1 -1 0
0 0 1
0 0 -1
4

0
1
0
0




Partie C : Lemme de Schur
7) a. On suppose que u est une homothétie de E.
11 existe donc A € R tel que u(x) = \.2 pour tout z € E.

Siz € E,ona A+ (—1).u(x) = 0g donc la famille de vecteurs (z,u(z)) est lice.

Si u est une homothétie, alors pour tout = € E, la famille (z,u(x)) est liée.

b. On suppose que pour tout z € E, la famille (z,u(z)) est lide.

On commence par montrer que pour tout « € E, il existe A € R tel que u(z) = \.a.

Si & = Og, c'est évident. On suppose donc z # Op. La famille (z,u(z)) est liée donc il existe v et 3 des
réels non tous les deux nuls tels que .z + Bu(xz) = 0g. Si =0, on a a.x = O et comme z # Op ceci
entrainerait a = 0 ce qui est impossible puisque les réels « et 3 ne sont pas tous les deux nuls. On a donc

« .
B # 0 et en posant A = 5 on obtient u(z) = A.z.

Pour montrer que u est une homothétie, il reste a voir que ce coefficient A est le méme pour tous les vecteurs

non nuls z de E.

lere rédaction

On considere (eq, e, ...,e,) une base de E.

Pour tout k € [1,n], il existe un réel Ay tel que u(ey) = Ag.€x.

Montrons maintenant que tous les réels A, sont égaux (a Ap).

Soit k € [2,n]. Tl existe un réel vy tel que u(er + ex) = Yi.(e1 + €x) = Yr-€1 + Vk-Ck-

D’autre part, par linéarité de u, on a u(e; + ex) = u(e1) + u(exr) = Ar.e1 + Ap.ck.

On déduit (A —x).e1 + (A — Vk).ex = Op et comme la famille de vecteurs (eq, ey) est libre ceci entraine
AL =7k et A =y, dolt Mg = Ay

Ainsi, en posant A = A1, on obtient u(e;) = A.e pour tout k € [1,n].

L’application linéaire u correspond avec I'homothétie de rapport A sur une base de F : ces deux applications

linéaires sont donc égales.

2eme rédaction

On considére deux vecteurs = et y non nuls de E.

D’apres ce qui précede, il existe o € R tel que u(z) = oz et § € R tel que u(y) = S.y.

Si la famille (z,y) est liée, il existe (puisque  # 0g) un réel A tel que y = \.x.

On a u(y) = B.(A.x) = (BA).x = (AB).z.

L’application u é¢tant lincaire, on a u(y) = A.u(z) = (Aa).x.

Le vecteur  n’étant pas nul, on déduit Ao = A\3. Comme y # Og, on a A # 0 et on déduit o = 3.
Si la famille (z,y) est libre, on considére le vecteur z + y.

11 existe 7 € R tel que u(z +y) =~.(z +y).

On a donc u(z +y) =v.2 +7.y.

L’application u étant linéaire, u(z + y) = u(z) + u(y) = a.x + S.y.

On a donc (o — 7).z + (8 — 7).y = 0 et comme la famille de vecteurs (x,y) est libre ceci entraine ov =y et
B=~doua=4.

Ainsi, le méme réel A convient pour tous les vecteurs x de E.

On a donc u(z) = A\.z pour tout € F, ce qui montre que u est une homothétie.

On obtient avec a et b le lemme de Schur : u est une homothétie si et seulement si pour tout x € E, la

famille (z,u(z)) est lide.

Partie D : Centre de .#,(R)
8) lére rédaction
On a

Z, = m Ker(¢nr)
Met,(R)

donc Z, est un sous-espace vectoriel de ., (R) (c’est une intersection de sous-espaces vectoriels de .2, (R)).

Z,, est un sous-espace vectoriel de ., (R)

2eme rédaction

La matrice nulle 0,, appartient a Z,.

Soient A et B dans Z,,. Montrons que A + B appartient a Z,,.
Soit M € #,(R). On a

(A+B)M = AM + BM = MA+ MB = M(A+ B) .

Ainsi, (A+ B)M = M(A+ B) pour tout M € .#,(R) donc A+ B € Z,.

Soit A € R et A € Z,. Montrons que AA appartient a Z,.
Soit M € .#,(R). On a
(AA)M = NAM) = A\(MA) = M()A) .

Ainsi, (AM)M = M(MA) pour tout M € .#,(R) donc A\A € Z,.

9) a. Si A € Zy, on a AM = MA pour toute matrice M de .#3(R) donc en particulier on a AE;; = E;jA
pour tous ¢, j dans [1,2].

Réciproquement, supposons AE;; = E;;A pour tous i, j dans [1,2].

On a donc p4(Ei;) = 02 pour tous i, j dans [1,2].

L’application ¢4 étant lindaire et la famille (Eyq, Ejg, Eo1, Eaz) étant une base de #2(R) on déduit ¢4 =
0.9 (az(r)) Cest-a-dire AM = M A pour tout M de .#5(R).

’ A€ Zy = Y(i,j) € [1,2]*, AE; = Ej;A

b. Analyse
Soit A € Zs.

a b
On écrit A = d) avec a, b, ¢ et d des réels et on utilise le fait que A commute avec les quatre matrices
¢

de la base canonique de .#,(R).

0 b
L'égalité AE = E11 A s'éerit (a 0) = (; 0) d’ott on déduit b = ¢ = 0. L'égalité AEy = FjpA s'éerit
c
0 d 0
I d’olt on déduit a = d, ce qui montre A = @ .
0 ¢ 0 0 0 a
Synthese

A0
Si A s’écrit <0 )\) avec A € R, on a A = A\I; et il est clair que A € Zs.

Conclusion

A0
Zs est I'ensemble des matrices de la forme (O /\) avec A € R




10) a. Dans un espace vectoriel de dimension finic, tout sous-cspace vectoriel admet un supplémentaire.
Vect(z) est un sous-espace vectoriel de R™ et R™ est un espace vectoriel de dimension finie donc il existe un

supplémentaire F' de Vect(z) dans R".

b. On note p la projection sur F' parallelement a Vect(z).

L’application p étant un endomorphisme de R™, on a d’apres I'hypothése sur w, wop =pou.
En particulier [u o p](z) = [pou](x) c'est-a-dire u(p(z)) = p(u(x)).

On a p(z) = Og» donc u(p(z)) = Ogn.

On déduit p(u(z)) = Ogn, ce qui montre u(z) € Vect(z).

11 existe donc A € R tel que u(z) = A\.z et on déduit que la famille (z,u(x)) est liée.

c. Analyse

Soit A € Z,,.

On considére v 'endomorphisme de R™ canoniquement associé & la matrice A.

L’égalité AM = M A valable pour tout matrice M de .4, (R) se traduit géométriquement par uov =vou
pour tout endomorphisme v de R™.

Daprés b, si @ € R™\ {Ogn }, la famille (z,u(x)) cst lice.

On déduit que pour tout z € R™, la famille (z,u(z)) est lide.

D’apres la question 7b, ceci entraine que u est une homothétie.

11 existe donc A € R tel que u(x) = A.z pour tout = € R™.

La matrice A représente u dans la base canonique de R™ donc on a

A

cest-a-dire A = A,

Synthese

Réciproquement, si A = A, avec \€ R,ona A € Z,.

Conclusion

Vect(I,,)

Partie E : Matrices diagonales
11) On considere une matrice M de #>(R).

On écrit

M=
z t

avec x, y, 2, t des réels.

On a
pY T e I Y L
Bz Bt az [t
donc
0 (= By
wa(M) =
pa(M) <(},3_Q>Z 0
7

et
pa(M) =0y <~ { (

Onaa—pB+#0donc pa(M) =0, < y=0etz=0.

’ M € Ker(gpa) si et seulement si M est diagonale ‘

b. D’apres ce qui précede, on a

Ker(pa) = {(g ?) }“ER = {1 (ll] g) +t (g (1]) }“E]R = Vect(E11, Faa) .

Ainsi, la famille de vecteurs (E11, Fa2) est génératrice dans Ker(¢a).
De plus c’est une famille libre (elle est extraite de la base canonique de .#5(R)), donc on déduit que c’est

une base de Ker(p4) et on a dim(Ker(pa)) = 2.
dim(Ker(pa)) =2
L’espace vectoriel .#,(R) étant de dimension finie, on a d’aprés le théoreme du rang :
dim(Ker () + dim(Im(p.)) = dim(.45(R)) .
On a dim(#(R)) =4 et dim(Ker(pa)) = 2 donc dim(Im (¢4)) = 2.
dim(Im (p4)) = 2

c. Soit B € 4>(R).
Si B € Im(pa), il existe M € #>(R) tel que B = pa(M).

En écrivant
mM=(""Y
z t

avec x, y, z, t des réels, on a d’apres les calculs de 11a

B:< 0 mfmﬁ
(B—a)z 0

ce qui montre que les coefficients diagonaux de B sont nuls.

Réciproquement, on suppose que la matrice B a ses coefficients diagonaux nuls.

=(03)

avec a et b des réels et d’apres les calculs de 11a, on a B = p4(M) ou

On a donc

B € Im(pa) si et seulement si ses coefficients diagonaux sont nuls.




12) On a

a. Les ensembles E,, et Es sont des sous-espaces vectoriels de R™ car ce sont des noyaux d’endomorphismes
de R™.

b. Pour tout = = (z1,22,...,2,) € R", on a

f@)=ar <<= (az,0zs,...a%y, By, BLpyo, ... fy) = (A1, s, ... Ay, ALpy1, QT pyo, .. . OXy)
<~ (0,0,...0,(8 = a)zps1, (B — )2pte, ... (B — a)zn) = Opn

= Tpr1=Tpra=...=T, =0
donc E, = Vect(er, e2,...,¢€p).
De méme, on obtient Eg = Vect(epi1, €pta, ..., €n).
Les familles de vecteurs (e, ea,...,€p) et (€pt1,€pra,...,e,) sont libres (extraites de la base canonique de

R™) donc dim(E,,) = p et dim(E3) =n —p.

c. lére rédaction
Soit x € E, N Eg.

D’apres la sous-question préeédente, il existe des réels aq, as, ..., a, tels que
T =a1.ep +ager+...+ape et T =apii.epr T apaepiat .+ Qply .

On déduit

(a1, 0oy —pi1, —Upga, ., —ty) = Opn

dott a1 =0,22 =0, ..., ap = 0 donc = = Ogn.
On a donc E, N Eg = {Ogn}.
D’apres la sous-question précédente, on a dim(E,) + dim(E3) = dim(R™) donc d’apres le théoreme de ca-

ractérisation des supplémentaires, les sous-cspaces vectoricls Ey, et Eg sont supplémentaires dans R™.

2eme rédaction

E,NEz={0gn}

Soit x € E,, N Ep.

On a [f — avidgn](z) = Ogn et [f — B.idgr](z) = Ogn donc f(z) = a.x et f(z) = B.a.

On déduit (o — ). = Ogn et comme o — f # 0 on a & = Ogn.

Eo+Es =R"
Soit € R™.

On éerit @ = (21, Z2,...,T,) avec x; des réels et on a © = 1.1 + To.e2 + ... + Tp.€, Ol (e1,€2,...,6€,) est
la base canonique de R".

Par lecture en colonnes de la matrice 4, on a f(e;) = ae;sil <i<pet f(e;) =Pe;sip+1<i<n.

On pose y = x1.e1 + 2.2 + ...+ Tp.ep €t 2 = Tpy1.6pr1 + Tpyo.€ppa + ...+

Onaz=y+z
Les vecteurs ey, e, ..., e, appartiennent a £, et E, est un sous-espace vectoriel de R™ donc y € E,,.

Les vecteurs ep11, €pya, ..., €, appartiennent a Eg et Ejs est un sous-espace vectoriel de R™ donc z € Ej3.

E, et Eg sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de R™.

d. On suppose fog=go f.

Montrons que E, est stable par g.

Soit x € E,. On a f(z) = a.z donc g(f(x)) = g(a.x) = a.g(x) par linéarité de g.
On a donc puisque fog=go f, f(g(xz)) = a.g(x) ce qui montre g(z) € E,.

Ainsi, E, est stable par g et on montre de méme que Ejg est stable par g.

Réciproquement, on suppose que les espaces vectoricls E, et Eg sont stables par g.
Soit & € E.

D’apreés a, on peut écrire x =y + z avec y € E, et z € Ep.

Ona f(z) = f(y) + f(z) = a.y + 8.z done g(f(z)) = a.g(y) + 8-9(z) par linéarité de g.
Dautre part, g(z) = g(y) + 9(2), et f(g(x)) = f(g9(y)) + f(g(2)) par lindarité de f.
L’espace E, ¢tant stable par g, on a g(y) € E, donc f(g(y)) = a.g(y).

De méme, on a f(g(2)) = B.9(2).

Alnsi f(g(z)) = a.g(y) + B.g(2) et on a f(g(z)) = g(f(x)).

Ainsi, pour tout € R, on a [f o g](z) = [go f](z) dou fog=go f.

e. Cette question est délicate & rédiger si on veut suivre I'esprit de I'énoncé (deuxiéme rédaction). L'idée est
la suivante : d’aprés d, se donner un endomorphisme qui commute avec f revient a se donner un endomor-
phisme qui laisse stables les espaces E, et Eg. Puisque E,, et Eg sont supplémentaires dans R™, ceci revient

a sc donner un endomorphisme de E, et un endomorphisme de Eg. On a donc p*+ (n — p)? dogrés de liberté.

lére rédaction

En raisonnant par blocs et en appliquant la question 1la, on obtient que les matrices M de Ker(p4) sont
R 0
M=
0o S

Mp(R) X Mn—p(R)  — Ker(pa)

R 0
(R,S) (O S)

dim(Ker (¢4)) = dim(#,(R) x My,—p(R)) = dim(.#,(R)) + dim (4, ,(R)) = p* + (n — p)*

les matrices de la forme

avec R € M,(R) et S € M,—p(R).
L’application

est un isomorphisme donc

dim(Ker(pa)) = p* + (n — p)?

2¢me rédaction

L’isomorphisme canonique entre .#,(R) et .Z(R™) fait correspondre aux matrices M de Ker(pa) les en-
domorphismes g de R™ vérifiant f o g = g o f. Un isomorphisme conservant les dimensions, il s’agit donc
d’obtenir la dimension de Cy = {g € L(R™) / fog=go f}.
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Si g apparticnt a Cy, les espaces vectoriels F, et Es sont stables par g d’apres b, donc on peut considérer
les applications ¢; : E, — E, et g2 : Eg — Ejg définies par ¢1(y) = g(y) et g2(z) = g(z) (endomorphismes
induits).
Ces applications sont des endomorphismes de E, et Eg respectivement (par linéarité de g) et il est évident
que lapplication

. { C; = L(E.)x ZL(Es)

g = e

est linéaire.
L’application @ est injective : si ®(g) = (0.2(g,), 0.2(5,)), on a g(y) = Or~ pour tout y € E, et g(z) = Opn
pour tout 2z € Eg et on déduit facilement g = 0.4 gn) puisque R" = E, + Ej.
Maintenant, si (u,v) € Z(Ey) x £ (E3), on définit un endomorphisme g de R™ en posant g(x) = u(p(z)) +
v(g(x)) ou p est la projection sur E, parallclement a Eg et g est la projection sur Eg parallelement & E,.
L’endomorphisme g ainsi défini appartient & Cy car il laisse stable les espaces E, et Ep (question 12b) et
on a ®(g) = (u,v).

Ainsi, application ® est un isomorphisme done
dim(Cy) = dim(ZL(Ea) x Z(E3)) = dim(.Z(E,)) + dim(ZL(Ep)) .

D’aprés la question 12b, on a dim(E,) = p et dim(E3z) = n — p donc dim(Z(E,)) = p* et dim(L(E;)) =

(n—p)%

dim(Ker(p4)) = p? + (n — p)?

Partie F : Matrices de trace nulle

13) lere rédaction

V, est le noyau de la trace qui est une forme linéaire non nulle sur .#,(R).
On déduit que V;, est un hyperplan de ., (R).

Comme .#,(R) est de dimension n?, V;, est un sous-espace vectoriel de .#,(R) de dimension n? — 1.

V,, est un sous-espace vectoriel de .#,(R) de dimension n? — 1.

2eme rédaction

L’espace vectoriel .#,(R) étant de dimension finic, on a d’apres le théoreme du rang :
dim(Ker (tr)) + dim(Im(tr)) = dim(.#,(R)) .

Im(tr) est un sous-espace vectoriel de R contenant 1 (tr(E11) = 1) donc Im(tr) = R et dim(Im(tr)) = 1.
On a dim(.#,(R)) = n? donc dim(Ker(tr)) = n? — 1.

On a V;, = Ker(tr) donc V,, est un sous-espace vectoriel de .#,(R) de dimension n* — 1.
14) On considere les matrices

01 0 0 1 0
A=FEpp= , B=En= , C=Fn —FEx»n= .
00 1 0 0 -1

Montrons que la famille (A, B, C') est libre.
Soient v, 3, v des réels vérifiant oA + B +~C = 0,,.

On a
0 1 00 1 0 00
a + 8 +v =
(o) o)l %)= %)

11

c’est-a-dire
vy a) (00
8 —v) \o o
et on déduit =0, =0,v=0.

La famille (A, B, C') est une famille libre de trois vecteurs dans V2 qui est un espace vectoriel de dimension

3 d’apres la question précédente : ¢’est donc une base de V5.

0 1 0 0 1 0
La famille s s est une base de V5.
00 10 0 -1

15) a. On suppose u # 0.y (g2)-

On raisonne par ’absurde.

On suppose que pour tout z € F, la famille (z,u(x)) est lice.

D’apreés la question 7b, I'application linéaire u est une homothétie : il existe donc A € R tel que u(z) = A.a
pour tout x € E.

La matrice de u dans la base canonique de R? est donc

M:)\O.
0 A

L’endomorphisme u étant de trace nulle, on a tr(M) = 0, c’est-a-dire 2\ = 0.

On a donc A =0 donc u = 0.»(gz) ce qui est absurde.

Si u # 0.4 (r2), il existe un vecteur x de R? tel que la famille (z,u(z)) est libre

b. Si u = 0g(g2), la matrice de u dans la base canonique est Oz.

On peut donc supposer u # 0. (g2)-

D’apres a. il existe un vecteur = de R? tel que la famille (z, u(z)) est libre.

On pose a; = z et as = u(z). La famille & = (a1, az) est une famille libre de deux vecteurs dans R? qui est
de dimension 2 donc c’est une base de R?.

On a u(ay) = az donc la matrice M’ de u dans la base 4 est de la forme

()

avec a et b des réels. L'endomorphisme u étant de trace nulle, on a tr(M’) = 0, ¢’est-a-dire b = 0.

Mg(u) = (2 S)

et la matrice représentative de u dans la base Z a ses deux coefficients diagonaux nuls.

Ainsi on a

16) On suppose qu’il existe deux matrices A et B dans .4, (R) telles que M = AB — BA.

On a donc par linéarité de la trace,
tr(M) = tr(AB — BA) = tr(AB) — tr(BA) .

On a tr(AB) = tr(BA) donc tr(M) = 0.
Réciproquement, on suppose tr(M) = 0.
On considére I'endomorphisme u de R? canoniquement associé a u.

Cet endomorphisme est de trace nulle, done d’apres la question 15b, il existe une base 2 de R? dans laquelle
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la matrice M’ de u a scs deux cocfficients diagonaux nuls.
D’apres la question 11¢, M € Im(pp,, ) ; il existe donc une matrice H de .#>(R) telle que M’ = EyH—HE};.
On note P la matrice de passage de la base canonique de R™ a la base 4.

Drapres le théoréme de changement de base, on a M = PM’P~! donc
M =PM'P~!' = P(EnwH — HE\)P~! = (PEyH — PHE)P~! = PEy HP™! — PHE;; P! .

On a donc
M = (PE,P™Y(PHP™') — (PHPY)(PE,P7Y) .

On pose A= PE;;P~'et B=PHP '.Ona M = AB — BA.

17) Cette question est difficile.

On commence par généraliser le résultat de la question 15b, en procédant par récurrence sur la dimension
de Despace.

On considére donc la propriété P, : < Si E est un espace vectoriel de dimension n et si u est un endomor-
phisme de E de trace nulle, alors il existe une base de E' dans laquelle la matrice de u a tous ses coefficients

diagonaux nuls. >

Initialisation

Sin =1, dire que u est de trace nulle équivaut a dire que u est nul donc la propriété P; est vérifide.

Hérédité

Soit n € N*.

On suppose que la propriété P, est vérifiée.

On counsidere E un espace vectoriel de dimension n + 1 et w un endomorphisme de E de trace nulle.

Si u est une homothétie, on considere une base quelconque de E et la matrice associée & u est A, 41 avec
A € R. La trace de u étant nulle, on dédunit A =0 et u = 0 (p). La matrice de u dans n’importe quelle base
de E est donc la matrice nulle et en particulier, tous ses coefficients diagonaux sont nuls.

On suppose maintenant que u n'est pas une homothétie.

D’aprés le lemme de Schur (question 7b), il existe un vecteur @ de E tel que la famille (2, u(x)) est libre.
D’apreés le théoréme de la base incomplete, on peut compléter la famille (z,u(z)) en une base & de E.

Dans cette base, la matrice de u est de la forme

La matrice M étant de trace nulle, et le coefficient de place (1,1) étant nul, on déduit que la matrice N de
My, (R) obtenue en retirant de M la premiere ligne et la premiere colonne est de trace nulle.

On note € la famille de vecteurs obtenue en retirant de £ le vecteur x, et on considere F' = Vect(%).

11 est facile de montrer que F' est un supplémentaire de Vect(x) dans E.

On note p la projection sur F paralltlement a Vect(z).

La matrice N est la matrice représentative dans la base ¢ de v = pou considéré comme un endomorphisme
de F.

D’apres I'hypothese de récurrence, il existe une base ¢’ de F dans laquelle la matrice N’ de 'endomorphisme
v a tous ses coefficients diagonaux nuls.

En ajoutant x en premiere position a la famille ¢”, on obtient une base de E, dans laquelle 'endomorphisme

13

u a pour matrice représentative unc matrice de la forme

La matrice N ayant tous ses coefficients diagonaux nuls, il en est de méme de la matrice M’.

Conclusion
D’apres le principe de récurrence, on déduit que pour tout n € N*, si E est un espace vectoriel de dimension
n et si u est un endomorphisme de E' de trace nulle, alors il existe une base de F dans laquelle la matrice de

u a tous ses coefficients diagonaux nuls.

On raisonne maintenant de fagon analogue a la question 16 (il suffit de généraliser la question 11¢ aux ma-

trices diagonales de ., (R) ayant tous leurs coefficients diagonaux distincts).

On suppose qu’il existe deux matrices A et B dans ., (R) telles que M = AB — BA.

On a donc par linéarité de la trace
tr(M) = tr(AB — BA) = tr(AB) — tr(BA) =0 .

On suppose que la matrice M est de trace nulle.
On considere I'endomorphisme u de R™ canoniquement associé a M. Cet endomorphisme est de trace nulle,
done d’apres ce qui précede, il existe une base # de R™ dans laquelle la matrice M’ de u a tous ses coefficients

diagonaux nuls.

On considere la matrice

n

Si H = (hyj) 1gign est une matrice de ., (R), le coefficient de place (4, j) de la matrice DH — HD est égal

1
a (i — j)hij. On considere donc la matrice H définie par hy = 0 et hij = ifjm/ si i # j et on obtient

ij
M'=DH - HD.

De méme qu'a la question 16, on pose A = PDP~! et B = PHP~! ou P est la matrice de passage de la
base canonique de R™ a la base 4.
On obtient
AB—-BA = PDP'PHP~'- PHP-'PDP™!

= PDHP!'!—-PHDP™!

= P(DH-HD)P~!

= PM'P!

= M (théoréme de changement de base)

Ainsi, M = AB — BA.
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1.

2.

3.

Corrigé du probléme d’analyse.

(a) Soit n € N. En 0,  + In(1 — 2) a pour développement limité & l'ordre n + 1

n
_ — ;1 k+1 n+1
In(1 m)zlo§k+1x o (o).

Donc

ak

S ]

(b) Tout d’abord, f est continue sur I\ {0} en tant que quotient et composée de fonctions continues.
De plus, d’aprés la question précédente, on a en particulier f(z) =14 o (1), donc lin% flz)=1.
T
Ainsi, d’aprés le théoréme de prolongement par continuité, f se prolonge en une fonction continue
sur I, et on a f(0) =1.

’f se prolonge en une fonction continue sur I et on a f(0) =1 ‘

(c¢) Dapres la question la, on a f(x) = 1+2 40 (x). Ainsi,

z— 2

1
f est dérivable en 0 et f/(0) = 3t

(d) Une équation de 7 est y = f'(0)z + £(0), i.e. | T : y= g +1}

.2 "

D’aprés la question la, on a f(z) = 1+ 2iZ 4o (xg) Ainsi, f(z) — (1 + i) a méme signe
) z—0 2 3 2

"

que = au voisinage de 0. Donc

l%” est au dessus de 7 au voisinage de 0 ‘

La fonction = — 1 — x est affine, donc C* sur I. Comme elle est a valeurs dans ]0, +oo et In est C*°
sur ]0, +o0[, on en déduit que z — In(1—2) est C* sur I en tant que composée de fonctions C*°. Enfin,

comme 2 — — est une fonction rationnelle, donc C*° sur I \ {0}, on en déduit que
x

’f est C* sur I\{O}‘

en tant que produit de fonctions C*.
(a) On a montré que f est C* sur I\ {0}, donc f est dérivable sur I\ {0}. D’autre part, on a montré
que f est dérivable en 0. Donc f est dérivable sur I. De plus, on a :

Vo I\ {0}, f’@):ln(llf;lﬂ%:l( L —f(vc))~

z(l—2z) z\l—-a

On en déduit 1
Vo € I\{0}, zf'(z) = —— — f(2).

1-az
Enfin, comme f(0) = 1, I'égalité est bien vérifice pour x = 0. D’ou le résultat.

Ve eI, zf’(z)=1%l,—f(z)

(b) Soit n € N. On a les développements limités suivants a ’ordre 2 en 0.

(c

(d

(b

~

)

Ras)

=

2
L 1+ +2%+0(2?) flx) =1+ TiZ 4o (2?)

1—2 20 T 2 3

222 . .
+ == +o0(2"*!). En divisant par =, on obtient

Ainsi, par différence, z f'(z) = g 3
T

1 2z
s+ to(x)|

f/(.’l,‘) 130 2 3

On sait déja que f est dérivable sur I et de classe C! sur I\ {0}. De plus, d’aprés la question

1
précédente, on a f'(x) =03 +o(1), donc 1irr%j fl(z) = 5= £'(0). Ainsi, f’ est continue en 0. Donc
z— z—

’f est de classe C* sur I‘.

1 2
D’aprés la question 3b, on a aussi f'() =0 32 + 3% + o(x). Ainsi, f’ est dérivable en 0, et
T
2
1(0) = 3 Donc
- Py 11 2
f est deux fois dérivable en 0 et f”(0) = 3t

Soit k : ¢+ tlnt — (t — 1). k est définie et dérivable sur ]0,+oc] et on a : V¢ > 0, k'(t) = Int. Par
conséquent k est strictement décroissante sur ]0,1] et strictement croissante sur [1, +oo[. Comme

k(1) = 0, on en déduit que
Vt>0,tlnt >t—1|

OnaVe eI, 1—x > 0. Ainsi, d’aprés la question précédente, Vo € I, (1 — z)In(l — z) > —=,
d’ou Vo € I, (1 —2)In(1l — ) + 2 > 0. Or d’apres la question 3a,

C(l-z)n(l-z)+z

B z2(1 —x)

Var € 1\ {0}, f'(x)

. 1
Comme Vz € T\ {0}, 2%(1 — x) > 0, Vo € T\ {0}, f'(z) > 0. Enfin, comme f'(0) = 3 >0, on en
déduit Vo € I, f/(z) > 0. Donc

lf est croissante sur I‘.

Calculons les limites de f en —oo et en 1.
In(1—x)
-z

. Int L. .. .
e En —00. On a lim — = 0, donc par composition de limites, lim = 0. Or on
a- t—+oo t T——00

Vo e I\ {0}, f(z)

On en déduit | lim f(z) = 0| par produit de limites.
T——00

+00 | par opérations sur les limites.

_ —(1—2x) y In(1— ;1:).
x -z

e En 1. On a lim In(1 — z) = —oo, donc | lim f
=1 z—1




ot

(c) Comme lim f(x) =0, f admet pour asymptote horizontale la droite d’équation y =0 en —oo
Tr——0C

De plus, comme f est croissante sur I, Vo € I, f(x) > 0. Donc € est au dessus de son asymptote
en —oo.

7 1

(a) On a déja montré que h est C* sur I & la question 2. Montrons par récurrence sur n que

_ !
Vn e N*, Vo € I, ™ (z) = %

1
Initialisation. Vz € I, h'(z) = ——, donc la propriété est vérifiée pour n = 1.
-z

—1
Hérédité. Soit n € N*. Supposons Vz € I, h("')(a:) = (({L—il)) On a alors
(n—1)! n!

Yo € LA =~ g g = e

Ainsi, la propriété est vraie au rang n + 1.

D’apreés le principe de récurrence,

, — 1)!

Vn e N, Vo € I, ) () = P2t

(I —a)"

. . 1 1 .1 . .
(b) Soient n € N* et z € 0,5 .Onal<a< 5 d’ou 3 < 1 — 2 < 1. On obtient ainsi :
1
1< ——— < 2™ D’aprés la question précédente,
(I—2)

Vn e N*., W € {o%[ ‘h(")(x)’ <2'(n—1)!|

n k

= f(0). Donc f(z) = lim > k‘i - est

n——+00
k

7i
(c) Remarquons déja que si z =0, Vn € N, kz; kLH =

1
vérifiee pour @ = 0. Posons M,, = 2™(n — 1)!, pour tout n € N*. Soient n € N* et z € ]07 B [

D’apres I'inégalité de Taylor-Lagrange,

n+1 ;
KOO | Muss s
h(x)_,za‘ A TR
P

; M, ont2 1! 1 1
Or vi € N*, h9(0) = (i = )L h(0) = 0 et £ =ka™ < % g = g e
n+1 ’I’i 1
h(z)_lgl:T = n+2

Ainsi, en divisant par x et en effectuant le changement d’indice k =i —1 :

‘ @) - Zk+1

On en déduit, d’apres le théoréme des gendarmes, que

1
z(n+2)

1 . & o
Vo e [0’5[7 ,LEELC;)m*f("’V

z"). Ainsi, par opérations

6. (a) Soit n € N*. D’aprés la question la, f(z) = E 1
20
k=0

sur les développements limités,

(=1)™n!

(@) =, g o).
D’ou
. (=)l
et =S

(b) Soit n € N*. ¢y, est dérivable sur I\ {0} en tant que combinaison linéaire et produit de fonctions
dérivables. Soit € I'\ {0}. On a, d’apreés la question 3a,

n—1 k —
@) = (-1)" n'[m< k+1> x( g

()t =
= M@ nszrl =f! x)+zk+1
n—1

_(-prtial B 1 1 kat
= (n+1)f(z) vz§—k+1 1—x+k_0k+1 .




" 1 — gntl
Or, comme sz =T on obtient
k=0
, (—1)’"’+1n’ n—1 :L’k n—1 . anrl n—1 k:l‘k
— N — J— — n —
onl@) = — g |(n+ D (@) n;}k+1 Zr v 1—x+Hk+1
~1
(71)n+1n! n JL’k n ‘,L,n+1
= (n+1)f(x)—(n+1)kz_0k+1 -t
(=)™ (4 1) () Ti:l ok an N (—1)"n!
B gl Zkh+1l n+l -z
—1)™n!
on(®) = pnr1(x) + % :

(a) Initialisation. On a montré que

Vo€ I\ (0}, f(@) = /(@) + Zr—-
Or Vz € I\ {0}, ¢1(x) = _71 (f(z) —1). On en déduit que
Ve e I\{0}. /(@) = ea(o)+ o+ sy = #1(0) + T

Ainsi, la propriété est montrée pour n = 1 car le polynéme P;(X) = 1 convient.
Hérédité. Soit n € N*. On suppose qu'il existe P, € R[X] tel que
P,(x)
T-ar
Soit « € I'\ {0}. En utilisant la question précédente, on obtient
(—1)"n! N Pi(z)(1 — )" + nP,(2)(1 — )"t

Vo € I\ {0}, f") (@) = ¢n(2) +

Fr (@) = e (@) +

1—u (1—a)?
= mai(@) 4 (=1)"n!(1 — r)n(;__ngz_)'-(ll —z)+ nPn(m).

Comme la fonction z — (—1)"n!(1—xz)"+ P, (z)(1—z)+nP, () est une fonction polynomiale,
on en déduit que la propriété est vérifiée au rang n + 1.

D’apres le principe de récurrence,

vn € N*, 3P, € R[X], Vz € I\ {0}, /™ (2) = pn(z) + % .
(b) Soit n € N*. Supposons qu’il existe deux polynémes P, Q,, tels que
P(x) Qn(z)
- (n) () — . n _ - .
Yo € 1\ {0}, 1)(e) = oula) + g = oul) +

Pu(x) Qn(z)
Alors Vo € T\ {0}, —— = 20 e, Py(z) = x).
V0L 0 = g e (@) = Qo)
P, et @y, coincident sur I\ {0}, soit en une infinité de valeurs réelles. Autrement dit, le polynome
P, — @Q,, posséde une infinité de racines et est par conséquent le polynéme nul. Donc .
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(c) L’hérédité de la question 7a donne la relation
Vn € N*, Poy1(X) = (=1)"n!(1 — X)" + PL(X)(1 = X) +nPy(X)
On montre par récurrence que pour tout n € N* le degré de P, est n—1 et son coefficient dominant
est (n— 1)L

Initialisation. P; =1 est de degré 0 et de coefficient dominant 0! = 1.

Hérédité. Soit n € N*. Supposons P, de degré n — 1 et de coefficient dominant (n — 1)!.
Alors deg(P,) = deg((1 — X)P, (X)) = n — 1, donc le degré de P,1y est n et son coefficient
dominant celui de (—1)"n!(1 — X)", a savoir (—1)"n!(—=1)" = nl

D’aprés le principe de récurrence,

’pour tout n € N* le degré de P, est n — 1 et son coefficient dominant est (n —1)! ‘

e

=

Montrons par récurrence que pour tout n € N, f est de classe C" sur I.
Initialisation. On a déja montré que f est continue sur 7.
Heérédité. Soit n € N. Supposons que f est de classe C" sur I.
Alors f™ est continue sur 1.
De plus, f est de classe C*° sur I \ {0}, donc en particulier ™ est dérivable sur I\ {0}.

Dans Pexpression de f (+1) donnée par la question 7a, ©n+1 posséde une limite finie en 0.

P -
De plus, liné % = P,+1(0). Donc par opérations sur les limites, f (+1) bossede une
T — T

limite finie en 0. ,
D’apres le théoréme de limite de la dérivée, f () est dérivable en 0 et (f (")) (0) coincide avec

la limite de f“”'“ en 0, ce qui permet de prolonger f ("+1) en une fonction contimue sur 1.
Ainsi f est de classe " sur 1.

D’aprés le principe de récurrence, | f est C* sur I'|.

8. Comme f est C* sur I. On a, d’aprés le théoréme de Taylor-Young,

n

Vn e N, f(z) o Z f(k)(o)xk +o (mk) .
c— s

k!
Donc, par unicité du développement limité et d’apres la question la,

0 1

Vn eN, .
n! n+1

D’on

n!
n+1|

vn e N, fM(0) =




