MPSI Paul Valéry Corrigé
DEVOIR MAISON N° 21

Probléme 1

A Relation de conjugaison

1. eVheS, h=idhid™!,
e Yhy, hy € S,, si hy et ho sont conjuguées, soit o € S, telle que hy = ohio L.
Alors hy = 0 'hyo avec o1 € S, et 0 = (0_1)_1. Donc hs et hy sont conjuguées.
e Soit hi, ho et hg dans S, telles que hy et ho soient conjuguées et ho et h3 soient conjuguées. On
pose o, 7 € S, telles que hy = ohio™! et hs = Thet L. Alors hs = rohio~ 771 et on a bien
70 € Spet o7 = (70)7h

On a donc bien une ’relation d’équivalence sur S, ‘

2. (a) ((12)) ={id, (12)} et ’n’est pas un sous-groupe distingué de Ss3 ‘ car avec 0 = (13), on a

o(12)0~ = (13)(12)(13) = (23) ¢ ((12)).

(b) Soit n > 2. Soit h € A, et o € S,,. Alors e(cho™') = (h) par les propriétés de morphisme de la
signature. Donc cho ™! € A,,. O

B Etude de A;

3. Soit o € A, telle que o # id.
On décompose o en produit de cycles a supports disjoints. On a

— soit un 2-cycle : exclu du fait de la signature,

ot [ Beyee]

— soit un 4-cycle : exclu du fait de la signature,

 soic [ eyel)

— soit deux 2-cycles : o est alors | produit de deux transpositions a supports disjoints |,

— soit un 2-cycle et un 3-cycle : exclu du fait de la signature.

)
4. Les 3-cycles : On choisit une partie a 3 éléments de [1,5], il y a <3> = 10 possibilités.
Chacune ({a, b, c}) donne lieu a deux 3-cycles : (abc) et (ach) (les 4 autres présentations possibles

sont des permutations circulaires de ces deux cycles). Il y a donc | 20 3-cycles | dans As.

Les 5-cycles : Les 5 éléments de [1,5] sont présents. A permutation circulaire prés, on peut fixer
qu’on écrit le 1 en premier. Ainsi chaque cycle s’écrit de maniére unique (labed) ou (a, b, ¢, d) est
une permutation de [2,5]. Finalement, il y a autant de 5-cycles que de permutations de [2, 5],

soit | 24 b5-cycles dans Sy ‘

Les doubles permutations : Elles représentent le complémentaire dans As, de cardinal 60, des deux
parties précédentes, sans oublier 'identité.
Iy a donc 60 —24 —20 —1 :’ 15 doubles permutations dans Sj |




(a) Soit n >5et 2 < p<n. Soit aw=(ar...ap) et f=(b1...b,) deux p-cycles de Sy,.
Soit o € Sy, telle que Vi € [1,n], o(a;) = b;.
Alors 8 = cao™* (calcul déja fait en exercice). Ainsi ’a et 8 sont conjugués dans S, |.

(b) 1. Soit a = (abc) et B = (def) deux 3-cycles. D’apreés ce qui précede, il existe o € S5 telle que
B =ocac L.
e Si o € A, c’est terminé.
e Si e(0) = —1, soit 4,5 les nombres de [1,5] différents de a,b,c. Alors on vérifie que

o' = (ij)o convient : ¢’ € Az et B =0'ac’L.

Ainsi ’tous les 3-cycles sont conjugués ‘

ii. Soit 7 = (ab)(cd) et 7' = (a'V')(c'd’) deux doubles transpositions. On note e et ¢’ le nombre
stabilisé par 7 et 7' respectivement.
D’aprés la question précédente, (abe) et (a'b'e’) sont conjugués dans As. Donc il existe o € Aj
telle que (a'bt'e’) = o(abe)o™ .
De plus ¢ envoie {c,d} sur {¢/,d'}. On vérifie alors que 7" = o701

Ainsi ’toutes les doubles transpositions sont conjuguées ‘

On admet qu’il en va de méme pour les 5-cycles.

5. Soit H un sous-groupe distingué de A non réduit a l'identité. 1l est de cardinal divisant 60.
S’il contient un 3-cycle (resp. un 5-cycle, resp. une double transposition), alors il les contient tous.
S’il ne contient que les 3-cycles, alors il est de cardinal 21 (20 3-cycles et l'identité), qui ne divise pas
60.
S’il ne contient que les 5-cycles, alors il est de cardinal 25 (24 5-cycles et l'identité), qui ne divise pas
60.
S’il ne contient que les doubles transpositions, alors il est de cardinal 16 (20 3-cycles et I'identité), qui
ne divise pas 60.
Donc H contient au moins deux de ces ensembles, ce qui le rend de cardinal supérieur & 30.

Donc il est nécessairement de cardinal 60, donc .



