MPSI Paul Valéry corrigé le 22/06/25

DEVOIR MAISON N° 22

Probléme 1

On considére un nombre entier n > 2 et une urne contenant n jetons numérotés de 1 a n. On extrait
de cette urne successivement et sans remise deux jetons. On considére un espace probabilisé (€2, P) fini qui
modélise cette expérience aléatoire et les variables aléatoires suivantes, définies sur €2 :

— N; la variable aléatoire égale au numéro du i-éme jeton tiré, pour i € {1, 2}.

— X la variable aléatoire égale au plus petit des numéros des jetons tirés.

— Y la variable aléatoire égale au plus grand des numéros des jetons tirés.
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Calculs préliminaires

n
k 1
. Soient ¢,n € N tels que ¢ < n + 1. Montrer quez< ) _ <n+ >
q

k=q q+1

En déduire une expression factorisée des sommes suivantes, pour tout n € N :
n n
D k(k—1)et > k(k—1)(k-2).
k=1 k=1

Etude de N; et Ns.

Quelle est 1a loi de N1 7

Déterminer la loi conjointe de Ny et de Na, i.e. calculer P (N7 =i, Ny = j) pour tous ¢,j € [1,n].
En déduire la loi de No. Comparer les lois de N7 et de No.

En déduire I'espérance et la variance de Ny et de No.

Calculer E (N1 N3). En déduire Cov (N1, No).

Exprimer V (N1 4+ N2) sous forme factorisée.

Etude de X et Y.

Déterminer la loi conjointe de X et de Y.
En déduire les lois de X et de Y.

Calculer P(X = ilY = j) et P(Y = j|X = i), pour tous i,5 € [1,n] tels que 1 < i < j < n. Que
peut-on remarquer ?

Comparer les lois des variables aléatoires n+1— X et Y. En déduire des relations entre E(X) et E(Y)
d’une part, et V(X) et V(YY) d’autre part.

Calculer E(Y), puis E(X).
Exprimer sous forme factorisée E (Y (Y — 2)), puis E(Y?), V(Y) et V(X).
Quelle relation a-t-on entre X, Y, Nj et No 7 En déduire V(X +Y") puis Cov(X,Y") sous forme factorisée.



16. En déduire le coefficient de corrélation linéaire p de X et Y, défini par :

~ Cov(X,Y)
 o(X)o(Y)’

On remarquera que p est indépendant de n.

Probléme 2| Polygones emboités

On considére une suite de polygones & n sommets (n > 3) notés de la maniére suivante. Les sommets du

k-iéme polygone sont les points Agk) pouri=1,...,n. On note al(»k) leurs affixes dans le plan complexe. Ainsi
on démarre avec n points Agl), Agl), e AS) d’affixes respectives agl), agl), . ,aq(ll). Puis la suite est définie
(k) (k+1)

par récurrence : pour k € N, étant donnés les n points A;”’ pour ¢ = 1,...,n, on définit A; comme le
milieu de Agk) et Agi)l pour tout 0 < i < n— 1. Et évidemment (de maniére cyclique) Ag““) est le milieu de

A et Agk). Ainsi pour résumer :
Agl), Agl), e ,Ag) sont donnés,
Vo<i<n—1,AF
AR 65t le milieu de AR et Agk)

) o 4

est le milieu de A; i1

Conseil préliminaire. Prendre une feuille de brouillon lire attentivement ce qui précéde et faire un
dessin des premiers polygones de cette suite dans le cas n =4 ou 5.

1. Modélisation matricielle du probléme. On note

ay
o)
VEe N, VR = |72 [ ccn
ol
(a) Pour k € N*, exprimer les coordonnées de V' *1) en fonction de celles de V().

(b) Déterminer la matrice A telle que pour tout k € N*| VD) — AV(*) puis exprimer matriciellement
V) en fonction de A et V).

2. Déterminant circulant. Soient by,...,b, € C". Le but de cette partie est de calculer le déterminant
bl bQ bg R bn
bn bl b2 PN bn,1
det B = bn—1 bn b1 ... b2
by b3 ... by b

ot chaque ligne de la matrice B se déduit de la précédente par permutation circulaire. On appelle P le
polynéme P(X) =b; +bo X + ...+ an”fl. On pose également w = ¥/ et O la matrice la matrice
de taille 7 et de coefficients ; ; = w=DU=D soit

1 1 1 1

1 w W oLl Wt
o= |1 ¥ Wt ... WP

R U



(a) Calculer le produit des matrices Bf) : on exprimera ses coefficients en fonction de w et P.

n
(b) En déduire que det A = H P(w).
i=1
3. Diagonalisation de A
(a) A l'aide de ce qui précéde déterminer pour quelles valeurs de A\ 'espace Ker(A — AI,) est non
vide (on assimile par un léger abus de notation le noyau d’une matrice et le noyau du morphisme
qu’elle représente).

(b) En déduire qu’il existe une matrice inversible ) (qu’on ne cherchera pas a déterminer) telle que
A=QDQ ! avec

14w
' (0)
D:
1+ w !
0 %
(0) :

4. Conclusion.
(a) Déduire de ce qui préceéde que pour tout 1 < ¢ < n, la suite de nombres complexes (agk))keN*
converge. On note ¢; sa limite. Ainsi on obtient également la convergence de la suite de points
(Agk))keN* vers un point L; d’affixe ¢;.

(b) Montrer que tous les L; sont égaux et déterminer ce point limite commun.



