CHAPITRE B10

FAMILLES SOMMABLES

(1 e )
{ Objectifs |
. -  J

e Sommabilité d’une famille.

e Manipulations d'une somme (paquets, Fubini).

1 Familles sommables & valeurs dans R

Notation. On note [0,4+00] = Ry U{+o0}. On y étend les lois + et x et la relation d’ordre <.

Proposition B10.1 }

Soit A C [0,400]. Alors A admet une borne supérieure dans [0, 400]. Si A est majoré, sa borne
supérieure, notée sup A4, coincide avec celle dans R. Sinon, sup A = +oco.

1.1 Sommabilité

Notation. Etant donné un ensemble I, on note P;(I) I'ensemble des parties finies de I.

~{Définition B10.2 }

Soit (u;)icr une famille d’éléments de [0, +o00].
(1) On appelle somme de la famille (u;);er et on note Z u; la borne supérieure (dans [0, +00])

el
de ’ensemble des sommes sur les sous-familles finies. Autrement dit,

Zui :sup{Zui \ JEPf(I)}.

i€l ieJ

(ii) On dit que la famille (u;);c; est sommable lorsque Z u; est finie.
el




2 B10. Familles sommables

ﬁ[Proposition B10.3 }

(i) Si I est fini, alors la somme de la famille (u;);e; coincide avec la somme finie Z U
i€l
(ii) Sila famille (u;);er est & support fini, alors elle est sommable et sa somme coincide avec la
somme (finie) de ses termes non nuls.

(iii) Siun de ses éléments vaut +oo, alors la famille (u;);c; n'est pas sommable.

ﬁ[Proposition B10.4 j

Soit (un)nen une suite de réels positifs. Alors on a équivalence entre

(i) La famille (uy)n>n, est sommable.

(ii) La série E uy, est convergente.

n=ng

Dans ce cas, la somme de la famille (u,),en est égale a la somme de la série Z Uy -
neN

1.2 Propriétés

/:[Théoréme B10.5 (Comparaison)}

Soit (u;)ier et (v;)ier deux familles & valeurs dans [0, +00] telles que Vi € I, u; < v;. Alors
0 Su<
iel iel
(ii) Si (v;)ier est sommable, alors (u;)icr est sommable.

(iii) Si (u;)ier n’est pas sommable, alors (v;);er n'est pas sommable.

ﬁ[Proposition B10.6 }

Soit (u;)ier une famille a valeurs dans [0, 4+o00] et J C I. Alors
(i) Zuz < Zuz
ieJ i€l
(i) Si (ui)ier est sommable, alors (u;)ics est sommable.

(iii) Si (u;)ies n’est pas sommable, alors (u;);c; n’est pas sommable.
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/:[Théoréme B10.7 (Changement d’indice)]{

Soit (u;);er une famille d’éléments de [0, +00] et ¢ : J — I une bijection. Alors
B D w=D u
il jed
(ii) (u;)ier est sommable si et seulement si (uy,(;))jes est sommable.

(iii) Si (u;)ieg n'est pas sommable, alors (u;);c; n’est pas sommable.

ﬁ(Proposition B10.8 }

Soit (u;)ier et (v;)ier deux familles & valeurs dans [0, +oc] et A €]0, +00].
icl iel icl
(i1) (u; + v;)ser est sommable si et seulement si (u;);er et (v;)ier sont sommables.
(i) Y A=A us.
iel el
(iv) (Au;)ier est sommable si et seulement si (u;)ier est sommable.

1.3 Sommation par paquets et Fubini

/:[Théoréme B10.9 (Sommation par paquets positif)][

Soit (u;)icr une famille d’éléments de [0, +o0] et (I;)rex un recouvrement disjoint de I. Alors

Su-YYw

i€l keK i€l
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2

2.1

/:[Théoréme B10.10 (Fubini positif)][

Soit (u; ;) j)erxs une famille d’éléments de [0, +oc]. Alors ZZUH = ZZUW
icl jeJ jeJ iel
Z u; ;. Les assertions suivantes sont équivalentes.
(6,5)€IxJ

(i) (ui,j)(i’j)ejxj est sommable,

(i) (Z u”> est sommable,
JjeJ

i€l

(iii) Zul] est sommable.

jeJ iel

Cas général

Désormais K = R ou C.

Sommabilité

Définition B10.11 }

Soit (u;)ier une famille d’éléments de K. On dit que la famille (u;);e; est sommable lorsque la
famille (|u;|);cr est sommable.

Notation. On note ¢'(I) ensemble des famiilles sommables indexées par I.

ﬁ[Déﬁnition et proposition B10.12 j

Soit (u;);er une famille d’éléments de C. Alors (u;);cs est sommable si et seulement si les familles
(ui)ier et (u; )ier sont sommables. Dans ce cas, on définit la somme de la famille par

Zui :Zujfz:u;

iel i€l el

&

ﬁ[Déﬁnition et proposition B10.13 }

Soit (u;);er une famille d’éléments de C. Alors (u;);cr est sommable si et seulement si les familles
(Re(u;))ier et (Im(u;))ier sont sommables. Dans ce cas, on définit la somme de la famille par

Zui = ZRe(ui) —i—zZIm(uZ)

el el i€l
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ﬁ[Proposition B10.14 }

(i) Si I est fini, alors la somme de la famille (u;);er coincide avec la somme finie Z U
iel
(i) Si la famille (u;);er est & support fini, alors elle est sommable et sa somme coincide avec la
somme (finie) de ses termes non nuls.

&

ﬁ[Proposition B10.15 }

Soit (tn)nen une suite d’éléments de K. Alors on a équivalence entre

(i) La famille (uy)n>n, est sommable.

(ii) La série Z uy, est absolument convergente.

nz=ngo

Dans ce cas, la somme de la famille (uy,)nen est égale a la somme de la série Z Uy -
neN

2.2 Propriétés

{Proposition B10.16 }

Soit (u;)ier une famille a valeurs dans K et J C I. Alors
(1) Si (u;)ier est sommable, alors (u;);cs est sommable.

(i) Si (u;)ies n'est pas sommable, alors (u;);er n’est pas sommable.

.

/:[Théoréme B10.17 (Changement d’indice)}

Soit (u;)ier une famille d’éléments de K et ¢ : J — I une bijection. Alors (u;);er est sommable si
et seulement si (u,(j))jes est sommable. Dans ce cas, on a

Z Ui = Z U (5)-

iel jed

\

/{Proposition B10.18 (Linéarité)}

Soit (ui)ier et (vi)ier deux familles sommables & valeurs dans K et A, u € K. Alors (Au; + pv;)ier

est sommable et Z Au; + po; = A Z Ui + (b Z v;.
il il il
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({Proposition B10.19 (Inégalité triangulaire)}

Soit (u;);er une famille sommable & valeurs dans K. Alors

iel el

2.3 Sommation par paquets et Fubini

/:[Théoréme B10.20 (Sommation par paquets)]{

Soit (u;)ier une famille d’éléments de [0, +00] et (I )rex un recouvrement disjoint de 1.
est sommable, alors

i) pour tout k € K, (u;);cr, est sommable,
k

(ii) E u; est sommable,
€ ) ker
W) Y wi=d > us
iel keK i€l

Si (ws)ier

\

/:[Théoréme B10.21 (Fubini)j[

Soit (u;5) (i j)erx.s une famille sommable a valeurs dans K.

(1) (Z u”> est sommable,
jeJ

i€l

(ii) Zuw est sommable.

jed iel
W) YD wig=> Y wiy= > wiy
i€l jeJ Jje€J i€l (4,5)EIXJ

\\a

ﬁ[Proposition B10.22 }

Soit (u;)ier et (vj);jcs deux familles sommables & valeurs dans K. Alors

(i) la famille (u;vj)( j)erxs est sommable,

i) > uwj:<zui> > v

(3,9)eIxJ i€l jEJ
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[N At hrdoc |
Méthodes

e Vérifier la sommabilité d’une famille.

e Calculer la somme d’une famille sommable.




