TD B1l. Fonctions de deux variables

1 Topologie, continuité

’Exercice B11.1‘ ¥
1. Soit ]a, b[ et ]¢, d[ deux intervalles ouverts de R. Montrer que ]a, b[x]c, d[ est un ouvert de R?.
2. Soit U et V deux ouverts de R. Montrer que U x V est un ouvert de R2.

’Exercice B11.2‘ tol o
2

. Y
Soit f : = —_ .
01 f (x73/) x4+y2

1. Montrer que f admet une dérivée en (0,0) dans toutes les directions.

2. Montrer que f n’est pas continue en (0,0).

2 Dérivation

’Exercice B11.3‘ ¥
Calculer les dérivées partielles de

1. a:(z,y) — 2* + 322> — 22y + 4y — 28, 5. e:(z,y) — 2,

2. b:(z,y) — Arctan(1l + zy), ey’
3. ¢: (z,y) — cos(3zy — y?), 6. f:(z,y) = T4y’
4. d: (z,y) = ysin(n(z) — y?),

’Exercice B11.4‘ ¥
Soit f € C*(R?,R).

1
1. Montrer que ¢ : t — f <et, t+ t> est de classe C! sur R* et calculer I'expression de ¢'.

2. Montrer que 1 : (u,v) — f(u+ v, uv) est de classe C! sur R? et calculer son gradient.
3. Exprimer les dérivées partielles de (r,6) — f(rcosf,rsin ).

3 Equations aux dérivées partielles

’Exercice B11.5‘ o
Soit f: R? — R de classe C*. On dit que f est homogéne de degré o € R lorsque

V(z,y) € R%, VA > 0, f(Az, \y) = X f (2, ).

1. Montrer que les dérivées partielles d’une fonction homogéne sont également homogénes.

0 0
2. Montrer que f est homogéne de degré « si et seulement si xa—f + 8f af.
Y
’Exercice B11.6‘ tod el
Soit f € C*(R? R). Montrer que 8—f 8—f = 0 si et seulement si V,y,t € R, f(z+t,y+1t) = f(z

JY)-
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4 Extrema

‘Exercice B11.7‘ ol o

Déterminer les extrema des fonctions suivantes.
L fi:(z,y) = (@ +y)* +2* + ¢

2. fa:(
3. f3:(x,
4 (

)= —a® —zy —y* + 3y — 2,
)= a?(1+y)° + o,
)



