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CHAPITRE Al

ENSEMBLES DE NOMBRES

(O iartife )
i { Objectifs | N
- J
> Parler d’ensembles de nombres, savoir parler d’inclusion.
> Savoir manipuler des inégalités de nombres réels.
> Notion d’intervalle.
> Qutils réels : valeur absolue, partie entiére.
> Notion de densité.
o 2/

Notations. On désigne par
e N ’ensemble des nombres entiers naturels,
e 7 I’ensemble des nombres entiers relatifs,
e [ I’ensemble des nombres décimaux,

e (Q I'ensemble des nombres rationnels,

R I’ensemble des nombres réels,

C l'ensemble des nombres complexes.

Proposition Al.1 }

On a les inclusions
NcZcDhcQcRcC.

1 Corps des nombres réels

Notations. On désigne par

e R* I’'ensemble R \ {0} des nombres réels, privé du nombre 0,
e R, l’ensemble des nombres réels positifs ou nuls,

e R_ ’ensemble des nombres réels négatifs ou nuls.

13



14 Al. Ensembles de nombres

1.1 Relation d’ordre

ﬁ[Proposition Al.2 } N

La relation < est une relation d’ordre sur R, 4.e. une relation
o réflexive : Vo € R,z < z,
e transitive : Vz,y,z e R, (z <yety < z) =z < 2,
e antisymeétrique : Vz,y e R, (z <yety<z) =z =1y).

C’est une relation d’ordre total sur R, 7.e.
Vrz,y € R, (r <youy<x).

. J

{Proposition Al.3 } <

Soit a, b, c,d, A € R.
Somme : sia<betc<d, alorsa+c<b+d.

Produit :
e sia<bet A >0, alors Aa < Ab,
e sia<bet A0, alors Aa > A\,
e si0<a<bet 0<c<d, alors ac < bd.

S

. . . 1
Inverse : si a <betaetbsont de méme signe, alors — >
a

1.2 Intervalles

Etant donnés a,b € R, on définit

e des segments du type [a,b] = {z € R | a < x < b},

e des intervalles semi-ouverts du type [a,+oo[={x € R|a <z} ou Ja,b] = {x € R| a < z < b},
e des intervalles ouverts du type Ja,b[={x € R | a < z < b}.

Définition A1.4

Une partie X de R est un intervalle de R lorsque pour tous a,b € X, si x € R est tel que
a<z<b, alorsx € X.

\

ﬁ[Proposition Al.5 } N

Il y a 10 types d’intervalles de R, a savoir, pour a,b € R :

. (2)7 [a7 b[a
a

1 3. la, b, 7. la,+o0], 9. | — 00,9,
2. [a,b], 4. la,b), 8

[a, +-o0],

14
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Définition A1.6 }

Les intervalles des types 1, 5, 7, 9, 10 sont dits ouverts, ceux des types 1, 2, 6, 8, 10 sont dits
fermés. Un intervalle contenant au moins deux réels distincts est appelé intervalle véritable.

1.3 Valeur absolue

Définition A1.7 }

rzsix >0
Soit # € R. La valeur absolue de x est le nombre réel |z| = { o7
—x sinon.
\\,
ﬁ[Proposition Al.8 } i
Soit z,y € Ret r € RY.
Positivité : [z| >0 et (|2| =0 = =0). Opérations :
Encadrements :
o |zy| = |z[lyl,
R . vl
o lz|<re —r<r<r. 051:r7é0,alors‘x’_m’
o |z|<r& —r<r<r. o VneN, 2" = [z

Théoréme A1.9 (Inégalité triangulaire)]{

Soit z,y € R. Alors
lz| = lyll < |z +yl < ||+ Jyl.

Dém. A1.9

e Soit z,y € R.
z < |zf ety < y[ donc x +y < [z + [yl.
—o <[] et —y <yl donc —(z +y) < 2] + [yl
Ces deux majorations montrent que |z + y| < |z| + |y|.

e D’aprés la premiére inégalité : |z| = |z —y + y| < |z — y| + |y| donc |z] — |y| < |z —yl.
De méme (ou en appliquant cela & y et = en guise de x et ), |y| — |z| < |z — y|, soit
— (] = fy]) < fz —yl.

On a ainsi montré ||z| — |y|| < |z — |

15



16 Al. Ensembles de nombres

2 Nombres entiers

2.1 Sous-ensembles d’entiers

ﬁ[Proposition Al.10 } N

L’ensemble Z est stable par somme, différence et produit, 4.e.

Ya,bEe Z,a+beZ,a—beZet ab € Z.
. J

—Définition A1.11 } N

Soit a,b € Z. On dit que a divise b, ou que a est un diviseur de b ou que b est divisible par a
lorsque
k€ Z,b=ak.

On dit qu'un nombre entier est pair lorsqu’il est divisible par 2 et impair lorsqu’il ne l’est pas.

\ o’

Notation. Soit a € Z. On note aZ = {ak | k € Z} 'ensemble des multiples de a.

Proposition A1.12 }

Soit a € Z. L’ensemble aZ est un sous-ensemble de Z stable par somme, différence. De plus,

Ym € aZ, ¥n € Z, nm € aZ.

Notation. Soit a,b € N. On désigne par [a,b] 'intervalle d’entiers {n € Z | a < n < b}.
ﬁ[Proposition Al.13 } N

Soit a,b € Z avec a < b. L'intervalle d’entiers [a, b] contient b — a + 1 éléments.

. J

ﬁ[Proposition Al.14 } N

Toute partie non vide et majorée de N ou Z posséde un plus grand élément.

2.2 Partie entiére

Définition A1.15 (Partie entiére)}

Soit x € R. On appelle partie entiére de = et on note |z] le plus grand entier p € Z tel que
p< T

16
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Proposition A1.16 }

Soit z € R. On a les deux encadrements :

lz| <z <|z]+1 et z—-1<|z] <z

{Proposition Al.17 } N

Soit x € R.
o |z| =z siet seulement si z € Z.

e Pour tout p € Z, p < |z] si et seulement si p < z.

. J

{Proposition A1.18 } N

Soit € R et a € RY.
(i) Propriété d’Archimede : il existe n € N tel que na > x.

(ii) Plus précisément, il existe un unique couple (p,7) € Z x [0, a[ tel que x = pa+r. On a alors

=2

3 Nombres rationnels

Définition A1.19 }

On dit qu’un nombre réel x est rationnel lorsqu’il existe p € Z et ¢ € N* tels que xz = B.
q

Un nombre réel qui n’est pas rationnel est dit irrationnel.

3.1 Approximation décimale

Définition A1.20 }

On dit qu’un nombre réel = est décimal lorsqu’il existe p € Z et k € N tels que = = b

10+

17



18 Al. Ensembles de nombres

/:[Proposition et définition A1.21 ) N

[1072] b 1107z ] + 1

10 107
s’appellent approximation décimale par défaut et par excés de x et vérifient

Soit « € R. Pour tout n € N, on pose a, =

. Les nombres a,, et b,

ap <x < by

3.2 Densité

ﬁ[Proposition Al1.22 } N

D est dense dans R, i.e. pour tous a,b € R tels que a < b,
dd € D, d €a, b].

. /

ﬁ[Proposition Al.23 } N

Q est stable par somme, différence, produit et inverse (sauf pour ’élément 0).

. J

ﬁ[Proposition Al.24 } N

Q et R\ Q sont denses dans R.

Méthodes

e Gérer une valeur absolue

> en distinguant les cas,

> en élevant au carré.

Résoudre une équation ou une inéquation.

Montrer qu’un nombre est irrationnel.

Déterminer une partie entiére.

18



CHAPITRE A2

TRIGONOMETRIE

1 Le cercle trigonométrique

Soit t € R. Dans un repére orthonormé, ¥ étant le cercle trigonométrique, on place un point de coor-
données (1,t) sur la droite 2. Puis on enroule la droite sur le cercle. Au point de coordonnées (1,t) sur la
droite correspondra un point M sur le cercle tel que 'arc de I & M ait pour longueur |¢| (éventuellement
aprés avoir effectué plusieurs tours).

<

Définition A2.1 ) N Y S (1,7)

On appelle cosinus et sinus du nombre ¢, et on i
note cos(t) et sin(t), respectivement ’abscisse et |
I’ordonnée de M. 0] cost | I

Proposition A2.2

\
J
Soitt€R. Ona —1<cost<let —1<sint <1

~Définition A2.3 } N

On dit que deux nombres réels a et b sont congrus modulo 27 lorsqu’ils sont égaux, & un multiple

de 27 prés. On note
a=b2r] & Ik €Z,a=b+k x 2m.

ﬁ[Proposition A2.4 }

Le nombre ¢ est une mesure (en radians) de l'angle TOM.

19
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2 Propriétés géométriques

ﬁ[Proposition A2.5 } ~

Soit t € R. On a les égalités suivantes.

cos(t + §) = —sin(t) cos(§ — t) = sin(t)
sin(t + §) = cos(t) sin(§ —t) = cos(t)
cos(m —t) = — cos(t) i cost = cos(t + 2m)

sin(m — t) = sin(t) sint = sin(t + 2)

8
| J

cos(t+m)=—cos(t) \ |  cos(—t) = cos(t)
sin(t 4+ m) = —sin(t) \/ sin(—t) = — sin(¢t)

& J
ﬁ[Proposition A2.6 } N
On a les valeurs remarquables suivantes.
t 1067 |3 |3
V3| V2| 1
cost | 1 5 5 5 0
sint | 0 % g @ 1
& J
Proposition A2.7 }
Pour tout ¢t € R, cos®t + sin?t = 1.
ﬁ[Proposition A2.8 } N
Soit a,b € R. On a
a=b[2r] a=b[2n]
cosa = cosb < ou et sina =sinb < ou
a = —b[2n] a=m7—b|[2m]
& J

20
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3 Formules trigonométriques

ﬁ[Proposition A2.9 }

Soit a,b € R.

(i) Formules d’addition :

e cos(a+ b) = cosacosb —sinasinb, e sin(a + b) = sinacosb + cosasinb,
e cos(a —b) = cosacosb+ sinasinb, e sin(a — b) = sinacosb — cos asinb.

(ii) Formules de duplication :

2 2

e cos(2a) = cos’a —sin®a = 2cos’a — 1 =1 — 2sin%q,

e sin(2a) = 2sinacosa.

(iii) Formules de linéarisation :

1 2 1= 2
- ol = LA o sin? g = L cos(2a)

2 2 ’
1 1
e cosacosh= §(cos(a +b) +cos(a—1b)), e sinasinb= i(cos(a —b) — cos(a + b)),

1
e sinacosb= §(sin(a +b) +sin(a — b)).

(iv) Formules de factorisation : soit p,q € R.

_ Pty b—gq
® COosp+ cosq = 2cos 5 cos — )
B . (p+aq\ . (P—q
® cosp—cosq=—2sin|——|sin | —— ),
2 2
e sinp +sing = 2sin ptq coS L4 ,
2 2
. . p+q) . (p—q
® sinp — sing = 2cos 5 sin — )

Proposition A2.10 }

Soit a,b € R non tous les deux nuls et ¢ € R. Il existe r € R} et ¢ € R tels que acost + bsint =
rcos(t — ).

21
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4 Tangente
J 9
~{Définition A2.11 } N ¢ tant o= ¥ T
M

Soit t € ]R\{E +kr|k e Z}. On note T le point

d’intersection de (OM) avec la tangente au cercle f

en I. On appelle tangente de t 'ordonnée de T, O I

notée tant. On définit la tangente de ¢
> =/
ﬁ[Proposition A2.12 } _

, 0
Soit t € R\ {5 +7TZ},
sint
tant =
cost
& J
ﬁ[Proposition A2.13 } _
_ ™
Soit t # 3 [7]. On a
e tan(t + m) = tant, e tan(m —t) = —tant.
e Valeurs remarquables :
t 101813553
V3
tant | 0| %5° | 1 V3 ><

. )

22
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ﬁ[Proposition A2.14 } N

: ™
Soit a,b € R non congrus a 5 modulo 7.

(i) Formules d’addition :

- tana + tanb
a2 T il alors ¢ b= ——
e siat+b# 5 [}, alors tan(a +-b) 1—tanatanbd’

tana — tanb

. T
esia—b# 3 [r], alors tan(a — b) = 1t tanatand

2t
(ii) Formules de duplication : si a # Z [g], alors tan(2a) = 1_:%.
(iii) Formules de changement de variable : soit u = tan (g)
1 —u? . 2u N _ 2u
ocosa:m7 OSlna—71+u2, o ana—il_uw
& J

[Mathodes |
Meéthodes

e Résolutions d’équations et inéquations trigonométriques.
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CHAPITRE A3

CALCULS ALGEBRIQUES

(i)
7 i Objectifs | N
- @ J
e Notations et manipulations de sommes et produits.
e Sommes et produits usuels.
e Coeflicients binomiaux.
e Formalisme des sommes doubles.
N\ /

1 Sommes et produits

1.1 Notations et régles de calcul

Par souci de généralité, les notations et résultats de ce chapitre sont énoncés avec des nombres complexes,
mais les exemples développés se limiteront aux calculs réels.

Notations. FEtant donnée une famille (a;);c; de nombres (réels ou complexes) indexée par un ensemble fini

I, on note Z a; leur somme et H a; leur produit.
icl icl
En particulier si I = [n,p] avec n,p des entiers, on note

p p
E ai:E a; =ap+ap1+...+a, et Hai:Hai:anxaon...xaP.
=n

p<i<n p<isn 1=n

Parfois 'ensemble d’indices sera noté, par souci de concision ou de clarté, de maniére descriptive plutot
u’ensembliste. Ainsi
)

n
Z a; = Z a; = Zai:a0+a2+a4+...,

1€[0,n]N2Z i€[0,n] =0
i pair 1 pair

25



26 A3 Calculs algébriques

ﬁ[Proposition A3.1 }

Soient I un ensemble fini et (a;); € I et (b;);cr deux familles de nombres complexes. Soit A une
constante. On a

S =AY Haz%:(r[ai)A,

i€l il icl il
Zai+bizzai+zbz’, Haibi:HaiXHbi7
iel icl icl icl icl icl
> A=p\ 1=

icl icl

ol p est le nombre d’éléments de I.
Soit J et K deux parties disjointes de I (i.e. JN K = (). On a

Y w=Ya+Ya e ][ =<H> (H)

1€ JUK icJ €K 1€ JUK iceJ €K

’\:Corollaire A3.2 : ’: . ~

(< _

Soit n € N*, (a;);c[1,,) une famille de nombres réels ou complexes, et 1 < m < n un entier.

n m n n m n
E a; = E a; + E a; et Hai:Haix H a;
i=1 i=1 =1 =1

i=m-+1 i=m-+1

Remarque. Par convention, une somme vide vaut 0 et un produit vide vaut 1.

26
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1.2 Sommes et méthodes usuelles

({Proposition A3.3 (Changement d’indice)} N

Par translation : soit (a;);cy une famille de nombres et n,p € N. On a

p+n n pt+n n
E a; = E api €t H a; = H Apik-
i=p+1 =il i=p+1 k=1

Par changement d’ordre : soit (a;);cn une famille de nombres et n € N. On a

n n n n
Z a; = Z Opi1—k €t H a; = H An+1—k>
=1 k=1 =1 k=1

n n n n
Z a; = Z Ay ke et H a; = H Ay k-
=0 k=0 =0 k=0

/:[Théoréme A3.4 (Somme télescopique)]{ N

Soit (a;)ien une famille de nombres et p < n deux entiers. On a

n

> (air1 — @) = apt1 —ap

i=p

/:[Théoréme A3.5 (Progression arithmétique)} N

Soient (uy ), une suite arithmétique de raison r et m,n € N. Alors

um—{—un

Zuk— (n—m+1) x

r:[Théoréme A3.6 (Progression géométrique)} N

Soient (vg)r une suite géométrique de raison g et m,n € N. Alors

— Upt1 1_qnfm+1
Z?}k 1_g+ :va7l—q .

27



28 A3, Calculs algébriques

ﬁ[Proposition A3.7 } ~

Soit n € N. Alors

. J

= Théoréme A3.8 (Formule de Bernoulli) | 3

Soient a,b € C et n € N*. Alors

n—1
a—b" = (a—0) Z akpr1-k,
k=0

2 Coeflicients binomiaux

—{(Définition A3.9 ) N

Etant donné n € N, on appelle factorielle de n le nombre entier noté n! et défini par

n! = ﬁ k.
k=1

\\ ~/

Remarques.

e La convention 0! = 1 est cohérente avec celle du produit vide.

e On peut aussi la définir par récurrence par 0! = 1 et pour tout n € N, (n+ 1)l =n! x (n+ 1).

~Définition A3.10 } N

Pour tout n € N, et tout p € [0,n], on définit le coefficient binomial « p parmi n » par

<n> n! nn—1)...(n—p+1)

p

pln—p! P!

\> 2/

n
Remarque. On peut les définir plus généralement en posant < ) =0sip<Ooup>n.
p

28



MPSI 2024-2025 P. Valéry AS8. Calculs algébriques 29

ﬁ[Proposition A3.11 } N

-0
2 (1) =n

3. Symeétrie : Vp € [0, n], (Z) = ( " >

n—p
4. Formule de Pascal : >

Vp < 1 n o n n+1
n—1, =
& p p+1 p+1

({Proposition A3.12 (Formule du bin()me)} N

=

Pour tous a,b € C et tout n € N,

3 Sommes doubles

Notations. Etant donnés deux ensembles finis I et J, une famille d’éléments indexée par I et J se note
(aij)@jyerxs ou (aij)ier - La somme de ces éléments est notée
JjeJ

E Qi ou E Qg -
1,7)€IXJ i€l
(6:9) =

Remarque. Dans le cas particulier ot I = [m,n] et J = [p, ¢] sont des ensembles d’entiers successifs, on

note la somme
E Qjj-

mé@én
P<I<q
(:[Théoréme A3.13 (Indexation sur un rectangle)} N
Soient m,n,p,q € N et (aij)m<i<n une famille de nombres complexes. Alors
P<I<q
n q q n
E aij = E E aij = E E al-j.
méién i=m j=p Jj=pi=m
PSISq
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AS3. Calculs algébriques

/:[Théoréme A3.14 (Indexation sur un triangle)}

Soient m,n € N et (a;j)m<icj<n une famille de nombres complexes indexée par le triangle
{(i,7)|m <i<j<n}. Alors

>, = iiaij: ii%"

m<I<I<n t=m j=1 Jj=mi=m

[N At doc |
Méthodes

Démonstration par récurrence.

Calculer une somme ou un produit télescopique.

Translater ou inverser une indexation.

Séparation d’une somme selon une partition :

> extraire un terme,

> géparer les termes pairs et impairs.

Interversion de sommes/produits doubles.
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CHAPITRE A4

NOMBRES COMPLEXES

1

1.1

(O iantife )
- { Objectifs | N
- J
e Nombres complexes, formes algébrique et trigonométrique.
e Résolution d’équations.
e Représentation de notions et transformations géométriques.
\> 2/

Forme algébrique

Introduction

~{Définition A4.1 }

On admet Dexistence d’un ensemble C dont les éléments sont appelés nombres complexes et
qui vérifie les propositions suivantes :

(i) C contient I’ensemble R et les opérations d’addition et de multiplication y sont préservées.
(ii) C contient un élément ¢ dont le carré vaut —1.

(iii) Tout nombre complexe z s’écrit de maniére unique sous la forme z = x + iy.

—{(Définition A4.2 )

Etant donné un nombre complexe z, écriture z = x+iy avec z,y € R s’appelle forme algébrique
de z. x s’appelle partie réelle de z et y est sa partie imaginaire, notées respectivement Re(z)
et Im(z).

Les nombres complexes de la forme iy avec y € R sont appelés imaginaires purs. On note ‘R
leur ensemble.
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32 A4. Nombres complexes

1.2 Calculs, conjugaison, module

ﬁ[Proposition A4.3 } <

Soient z = a + ib et 2’ = @’ + ib’ deux nombres complexes. Alors
e 2= (a=detb=1),
o z+2 =(a+d)+i(b+1?),
o 22/ = (aa’ — bb') +i(ab + a'b),
e Re(z + 2') = Re(z) + Re(2') et Im(z + 2’) = Im(2) + Im(2').

Définition A4.4 }

Soit z = a + ib un nombre complexe. On appelle conjugué de z le nombre Z = a — ib.

ﬁ[Proposition A4.5 } ~

e Pour tout 2 € C, on a z = z.
z ) /
Etant donnés deux nombres complexes z et 2z, on a
e z+2 =72+ 2,

o 22/ =72,

& J
ﬁ[Proposition A4.6 } \
e On peut exprimer les parties réelle et imaginaire de z par :
ZarZ Z2=7
Rez = i et Imz= -
21
e Cela a pour conséquence que
> z est réel & 2 =72,
> z est imaginaire pur & 2 = —7%,
= J
—(Définition A4.7 } |

Soit z = a + ib un nombre complexe. On appelle module de z le nombre réel positif

2| = Va2 + b2.
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ﬁ[Proposition A4.8 } N
e V2eC, |zl eR4.Et 2] =0 2=0,
o V2,2 € C, 22| = |2]|],
L )
/:[Théoréme A4.9 (Inégalité triangulaire)} N

Soit 2,2/ € C. On a
@) |l2] = 1#']| < |2 + 2| < |2] + 2],
(i) |z + 2| = |z| + ]| @ IN e Ry, 2/ = Az

Proposition A4.10 }

Pour tout nombre complexe z, on a 2% = |z|°.

Utilisation. Pour exprimer un nombre sous forme algébrique, il faut commencer par se débarrasser des
imaginaires au dénominateur en multipliant par le conjugué :

- a—1b
a+ib a2 +4b2’

ﬁ[Proposition A4.11 } N

Tout nombre complexe non nul posséde un inverse : si z = a + ib # 0,

1 a—1ib
a2 42
& J
. 1 .
Remarque. Une formule souvent utile : — = —i.
i
1.3 Interprétation géométrique
—(Définition A4.12 } N

On appelle plan complexe le plan muni d’un repére orthogonal (O,1,7). A tout complexe z =
x + iy, on peut associer un point du plan ayant pour coordonnées (z,y) dans le repére (O,1,7),
ainsi qu’un vecteur du plan, de coordonnées (x,y) dans la base (1,7).
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34 A4. Nombres complexes

ﬁ[Proposition A4.13 } N

e Soient A et B deux points du plan d’affixes respectives z4 et zg. Alors le vecteur E a pour
affixe zp — z4.

e Soient U et U deux vecteurs d’affixes respectives z et 2’ et soit A € R. Alors les vecteurs
U+ U et \U ont pour affixes respectives z + 2’ et Au.

e Le point d’affixe Z est le symétrique du point d’affixe z par rapport & 'axe des abscisses.

(S /

Remarque. La relation de Chasles : ﬁ + B? = ﬁ traduit la relation zo — z4 = (2¢ — 2B) + (2B — 24)-

ﬁ(Proposition A4.14 } N

Soit z € C.
e Si M est le point d’affixe z, alors |z| = OM.
e Si U est le vecteur d’affixe z, alors |z| = |||
e Si A et B sont deux points du plan, alors AB = |zp — z4|.

1.4 Résolution d’équations du second degré

Proposition A4.15 j

Tout nombre complexe non nul posséde deux racines carrées distinctes et opposées.

~ Théoréme A4.16 } N

Etant donnés trois nombres complexes a # 0, b et ¢, on étudie 1’équation
az’ + bz +c=0. (A4.1)
On pose A = b? — 4ac le discriminant.

(i) Si A =0, 'équation (A4.1) a une unique solution : zg = 0

%.
(ii) Si A # 0, on appelle § une racine carrée de A. Alors I'équation (A4.1) a deux solutions :
» _ —b+4 I _ —b=9
T YT 2
\ J

Remarque. Sia, b et ¢ sont réels, A Uest aussi. L’équation (A4.1) a alors des solutions réelles si A > 0 et
complexes conjuguées si A < 0.
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ﬁ[Proposition A4.17 } N

Avec les notations ci-dessus (z1 et zo éventuellement confondues),
e on a la factorisation
a2 +bz+c=a(z — 21)(z — 22).
e on a les relations

C
21+ 20=—— et 2129 =—.
a a

2 Forme trigonométrique d’un nombre complexe

2.1 Exponentielle complexe

—Définition A4.18 } N
On note U I'ensemble des nombres complexes de module 1, appelé cercle unité ou cercle trigo-
nométrique :

U={z€C, |z| =1}
\ J)
{Proposition A4.19 } N
e 1cU,

e Siz, 2 €U, alors z2' € U.
e SizeU,alors 27! e U.

. /

—(Définition A4.20 } |

Soit z € U et M le point d’affixe z dans le plan complexe.
——
— L’angle orienté (_1>, OM) s’appelle un argument de z, noté Arg(z).
— Si 0 désigne un argument de z, alors on note e = 2.

— Pour tout 6 € R, on définit le cosinus et le sinus de 6 par

cos(0) = Re(e”?) et sin(h) = Im(e®).

\\ ~/

—Définition A4.21 } \

Soit z € C. On définit 'exponentielle complexe de z par

e = e%™® = ¢%(cosb + isinb).
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36 A4. Nombres complexes

ﬁ[Proposition A4.22 }

- / /
e Etant donnés deux nombres complexes z et 2/, on a e’e” = e*7 .
e Etant donnés 6 et p deux réels, on a

(i) € = e si et seulement si @ = p mod 2,

(i) —5 =e = e
e

&

/—[Proposition A4.23 (Formules d’Euler)}

Soit 8 € R. Alors 0 ” . .
e + et e’ —e™t
6089:% et sinf=———

Proposition A4.24 (Formule de De Moivre)}

Soient 8 € R et n € N. Alors on a

(cos@ +isinf)"™ = cos(nb) + isin(nh).

2.2 Argument et forme trigonométrique

r:(Théoréme et définition A4.25 j

Soit 2z € C*. Alors il existe un couple de réels (p,0) € R* x R tel que
z = pe? = p(cos O + isinb).

Cette écriture s’appelle forme trigonométrique (ou forme exponentielle) de z. Et alors
(i) p est unique : c’est le module de z,

(ii) 6 est un argument de z.

\

ﬁ(Proposition A4.26 }

Etant donnés deux nombres complexes non nuls z et 2/, on a (& 27 prés) les égalités suivantes :
o Argz = —Argz,
o Arg(z2') = Argz + Arg2’ et Arg(2") = nArgz,
o Arg (3) = Argz — Arg 2.
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2.3 Interprétation géométrique

ﬁ[Proposition A4.27 }

Soit z € C.
Y
e Si M est le point d’affixe z, alors Arg z est une mesure de l'angle (1,OM).

e Si U est le vecteur d’affixe z, alors Arg z est une mesure de 1’angle (T, 7)

e Si A et B sont deux points du plan, alors Arg(zp — z4) est une mesure de l'angle (7, E)
ZD — 2C

e Si A, B C et D sont deux points du plan, alors Arg <
2B — ZA

(AB,CD).

> est une mesure de ’angle

ﬁ[Proposition A4.28 }

Soient @ et ¥ deux vecteurs d’affixes z et /. Alors
z
e U et U sont colinéaires si et seulement si — est réel. De plus, ils sont de méme sens si et
z
seulement si ce quotient est positif.

e U et U sont orthogonaux si et seulement si —, est Imaginaire pur.
z

‘ Géomeétrie H Complexes (algébrique) ‘ Complexes (trigonométrique) ‘
Plan Nombres complexes
Point M Affixe z =z + iy Affixe z = pe'
Abscisse z Partie réelle
Ordonnée y Partie imaginaire
Axe (Ox) Nombres réels
Axe (Oy) Imaginaires purs
Symétrique / (Ox) Complexe conjugué
OM = | OM]| Vet 2
AB |z — 24|
Cercle unité i+t =1 |z| =1
(1,0M) Arg(2)
(ﬁ ) C?) Arg (ZD_ZC>
B — %A
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M(z =z +1iy)

(‘L |

1\5 1

X |

3 |

z l

? :

7 Arg z }
o| 7

2.4 Racines n-iémes de ’unité

Soit n > 1 un entier.
Définition A4.29 )

Dans C, on appelle racine n-iéme de 1’unité tout nombre complexe z tel que 2" = 1.

Notation. L’ensemble des racines n-iémes de I'unité est noté U,,.

/:[Théoréme A4.30 (expression des racines de l’unité)} N

L’ensemble U, est fini, comporte exactement n éléments et

U, = {eif%,ke{o,l,...,n—1}}.

\ o’
2im/n
)

Remarque. En notant w =-¢e

Un:{wk,ke{o,l,...,n—l}}.

ﬁ[Proposition A4.31 } <
n—1
Pour tout z € U, \ {1}, sz =0.
k=0
& J
{Proposition A4.32 } <
Tout nombre complexe non nul a posséde exactement n racines n-iémes. Si a = peio, ce sont les
nombres oo
2 = pl/”e’(frT) pour k € {0,1,...,n— 1}.
& J
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3 Transformations du plan

3.1 Généralités et transformations usuelles

On notera &2 le plan complexe.
Etant donnée une application
F: 2 - 2|
M — M

on appelle représentation (analytique) complexe de F' I'application f : C — C qui a laffixe z de M
associe l'affixe 2’ de son image M’ par F. On note en général 2’ = f(z).

ﬁ[Proposition A4.33 } N

(i) La représentation complexe de la symétrie orthogonale d’axe (Ox) (respectivement (Oy))
est
2 =7 (resp. 2 = —%2).
(ii) Etant donné un U un vecteur de 2 d’affixe b, la représentation complexe de la translation
de vecteur U est
Z=z+b.

(iii) Etant donnés A € R et Q un point de & d’affixe w, la représentation complexe de I’homo-
thétie de centre €2 et de rapport A est

Z—w=ANz—-w), e : 2 =w+ Az —-w).

(iv) Etant donnés un angle # € R et © un point de & d’affixe w, la représentation complexe de
la rotation de centre € et d’angle 0 est

Z—w=e%z—-w), ie : 2 =w+e?(z—w).

. /

Remarques.

e On peut aussi écrire la représentation complexe d’une homothétie sous la forme
2=+ (1-Nw,
et celle d’une rotation sous la forme
=62+ (1-e?)w.

e En particulier une homothétie de centre O s’écrit 2’ = Az et une rotation de centre O s’écrit 2’ = 2.

3.2 Similitudes

—Définition A4.34 } N
On appelle similitude directe une application & — £ qui a une représentation complexe de la
forme

2 =az+b,aveca € C*et b e C.
\ J
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AZ4. Nombres complezes

ﬁ[Proposition A4.35 }

e La composée de deux similitudes directes est une similitude directe.

e Etant donnés quatre points My, Mo, M, et M} du plan tels que M; # Ma, il existe une
unique similitude directe S telle que S(M;y) = M] et S(Ms) = M}

-

ﬁ[Proposition A4.36 }

Soit S la similitude directe de représentation complexe 2’ = az + b et 2 un vecteur d’affixe b.
e Sia=1,alors S est la translation de vecteur .

e Sia # 1, alors S posséde un unique point fixe 2. On peut alors écrire
S=hor=roh

avec h ’homothétie de centre Q et de rapport A\ = |a| et r la rotation de centre 2 et d’angle
0 = arg a[27].

Méthodes

e Pagser d’une forme & une autre pour un nombre complexe.

o Interpréter géométriquement le module et 'argument d’un com-
plexe.

e Utiliser I’exponentielle complexe pour des problémes de trigono-
métrie.
e Résoudre des équations
> 3 1’aide de la conjugaison,
> détermination de racines carrées,
> équations du second degré,
> 3 l’aide des racines n-iémes de 'unité.

e Asgsocier une similitude directe & sa représentation complexe.
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CHAPITRE Bl

ETUDES DE FONCTIONS

(i re )
{ Objectifs |
. - J

Notion de fonction et notions connexes.

Plan d’étude d’une fonction et réalisation technique.

Notions de bijection et de bijection réciproque.

Propriétés calculatoires des fonctions usuelles (exponentielle, lo-
garithme).

Trigonométrie hyperbolique.

Remarques.

e Le plan de ce cours constitue un plan d’étude de fonction.

e Les fonctions données en exemples (>) au fil du chapitre sont toutes des fonctions usuelles. Si elles
illustrent ponctuellement 'une ou 'autre des notions abordées, c’est bien leur étude compléte qui doit
étre connue.

1 Notion de fonction

1.1 Définitions

Définition B1.1 )

Une fonction réelle d'une variable réelle est la donnée d’un sous-ensemble (non vide) D de R et
pour tout z € D d’une valeur réelle appelée image de x par la fonction.

Notations. Si on appelle f cette fonction, on écrit f : D — R et, pour tout = € D, on note f(z) I'image
de x par f.
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44 Bl. Etudes de fonctions

r:(Déﬁnition B1.2 ) N

Soit f : D — R une fonction réelle. D est appelé ensemble de définition de f.

Soit x € D et y = f(x); on dit que = est un antécédent de y par f.

Dans le plan muni d'un repére, on appelle graphe de f la partie formée par tous les points de
coordonnées (z, f(z)) avec x € D.

\\ ~/

Dans le plan muni d’un repére orthonormé (O,1,]), on désigne par €y sa courbe représentative, dont
Iéquation cartésienne est y = f(x).

n
> Soit n € N. On définit la fonction puissance z — z" = H x.
=1

> Soit € Ry. Il existe un unique a € Ry tel que a® = z. On le note v/z et on définit ainsi la fonction
racine carrée : ¢ — +/x sur R,.

/:(Déﬁnition B1.3 ) )

Soit F et F' deux ensembles de R et f: F — F une fonction.
e On appelle les ensembles F et F' respectivement la source et le but de cette fonction.

e I’image (ou ensemble image) de f, notée Im(f) est

Im(f) = {f(z) | z € R}.

\\ ~/
> R — R ou R — R;.

r o 2 r — 2?
/:(Déﬁnition B1.4 ) )

Soit f: D — R. On dit que f est
e majorée lorsque IM € R, Vo € D, f(x) < M (un tel M est un majorant de f),
e minorée lorsque Im € R, Vz € D, f(z) = m (un tel m est un minorant de f),

e bornée lorsqu’elle est majorée et minorée.

\> 2/

ﬁ[Proposition B1.5 } ~

La fonction f est majorée (resp. minorée, resp. bornée) si et seulement si Im(f) est une partie
majorée (resp. minorée, resp. bornée) de R.

> sin, cos.
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1.2 Opérations
/:(Déﬁnition B1.6 ) )
Soient f: D — Ret g: D — R. Alors on peut définir
e lasomme f+gpar f+g: D — R ,
r = f(z)+g(x)
e le produit f xgpar fxg:D — R .
= fz) xg(z)
De plus, si Vo € D, g(x) # 0, alors on peut définir
1 1
e linverse —par —: D — R ,
g g
= 1
a:' —_—
9(x)
.o f !
e le quotient — par ~=: D — R
v (a)
r o D2
g(x)
\\ J)
> polyndmes.
> gz 292,
1 1 .
> xr+— —, x+— — avecn € N¥,
x ™
> logy, log-
—(Définition B1.7 } |
e : . . In(x) : .
On définit la fonction logarithme décimal par log;, : = — In(10) et la fonction logarithme en
n
1
base 2 par log, :  — 11118
\\ J)
/:(Déﬁnition B1.8 ) )
Soient f: D — Ret g: D' — R. Si pour tout x € D, f(z) € D', alors on peut définir la fonction
composée de f par g, notée go f,par: gof:D — R .
z = g(f(2))
> =/

> 2% avec a € R.
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r:(Déﬁnition B1.9 )

Soit a € R. On définit la fonction puissance a par

Pa: Ry — R
r — z%=exp(aln(x))

1.3 Reéduction de l'intervalle d’étude

~Définition B1.10 }

Soit f: D — R et A un sous-ensemble de D. On définit la restriction de f & A, notée f|4, par
f‘A A —- R
z = f(z)

\>

—{(Définition B1.11 }

On dit que f : D — R est périodique lorsqu’il existe T > 0 (une période) tel que pour tout
x €D,
z+TeDet flx+T) = f(z).

Si elle existe, la plus petite période strictement positive de f s’appelle la période de f.

\>

—(Définition B1.12 )

On dit que f: D — R est
e paire lorsque Vx € D, —z € D et f(—x) = f(x).
e impaire lorsque Vx € D, —x € D et f(—z) = —f(z).

\>
T
/ |
|
|
|
1
T T
(VN |
| |
! | !
A ----T-=-=-- = I
|
fonction paire fonction impaire fonction périodique
> sin, cos.
> sh, ch.
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~{Définition B1.13 } |

On appelle cosinus hyperbolique et sinus hyperbolique les fonctions de R dans R définies
par
—x e _ ¢

2

e’ +e -
ch:xHT et sh:z—

ﬁ[Proposition B1.14 } N

Soit f : D — R une fonction et € sa courbe représentative dans un repére orthonormé.
(i) Si f est paire, alors €5 est symétrique par rapport & I’axe des ordonnées.
(ii) Si f est impaire, alors € est symétrique par rapport a ’origine du repére.
(i) Si f est T-périodique, alors le graphe de f est invariant par la translation de vecteur (7',0).
(iv) Le graphe de z — f(x — a) est I'image de celui de f par la translation de vecteur (a,0).
(v) Le graphe de z — f(x) + b est 'image de celui de f par la translation de vecteur (0, b).
)

(vi) Le graphe de  — f(z —a) + b est 'image de celui de f par la translation de vecteur (a,b).

Dém. B1.14

(i) Pour tout z, le point de € d'abscisse —x est de coordonnées (—z, f(—x)) = (—z, f(x)),
symétrique par rapport a |'axe du point d'abscisse x : (z, f(z)).
(i) Méme raisonnement.

(iii) Pour tout z, le point de € d'abscisse x 4 1" est de coordonnées (z + T, f(z + T)) =
(x + T, f(x)), image du point (z, f(x)) par la translation annoncée.

(iv) Soit g : & — f(x — a). Pour tout x, le point d’abscisse x de € est M (x, f(x)). Le point
d’abscisse © + a de €, est M'(x + a, f(x)) car g(z + a) = f(x). Et M’ est bien I'image
de M par la translation annoncée.

(v) et suivantes : méme raisonnement

2 Limites

2.1 Continuité

On définira dans un chapitre ultérieur la notion de limite de maniére précise. Pour ’heure, on s’appuie
sur la notion que vous en avez acquise au lycée.
Soit f: D — R et soit a € D ou au bord de D. Si elle existe, la limite de f en a (ou limite de f(z) quand z
tend vers a) est la valeur dont s’approche f(z) quand x s’approche de a.

Notations. Si f admet une limite £ en a, on note f(x) —— ¢. Et cette valeur ¢ est notée lim f(x).
r—a T—a
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Définition B1.15 }

Soit f: D — R et soit a € D. On dit que f est continue en a lorsque f(z) — f(a).
T—ra

> 1z +— |x| n’est pas continue en a si a € Z.

2.2 Limites usuelles

Fonction Continuité | lim lim lim lim
T—=—00 | =0~ | z—0t | =+00
x = x" n e N pair R +00 +00
x — 2", n € N* impair R —00 +00
1 ; * + +
z— —, n € N pair R 0 400 400 0
x
1 : : * - +
z — —, n € Nimpair R 0 —00 400 0
x
x T R, > >0t | 4o

x +— exp(x) R 0+ +o0

x +— In(x) R > | >} | 0 | oo

x + sh(z) R —00 +o0
x +— ch(x) R +0oo +0o0
sin ou cos R NON NON

La fonction tangente est définie et continue sur R\ {g +km| ke Z}.

Elle est m-périodique et on a : tan(x) ——— —o0et tan(x) ———— +o0.
2=(-3) 2—(%)
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2.3 Asymptotes

~(Définition B1.16 } |

Soit f: I — R et Cy sa courbe représentative dans un repére orthonormeé.

e Soit g € R\ I une extrémité de /. On dit que C; admet une asymptote verticale en z
lorsque f admet pour limite +00 ou —oo en . La droite d’équation x = xg est asymptote
verticale a Cy.

e Soit a,b € R. On dit que la droite d’équation y = ax + b est asymptote a la courbe C;
lorsque f(x) — (ax + b) tend vers 0 lorsque x tend vers +o0o ou —oo. La courbe C; admet
une asymptote oblique si a # 0 et une asymptote horizontale si a = 0.

\\ ~/

Remarque. Bien sar la définition d’asymptote oblique ou horizontale suppose que I soit non borné.

> tan

> th

—~Définition B1.17 } \

On appelle tangente hyperbolique la fonction définie sur R par

shx

VreR, the = —.
o PR chz

2.4 Opérations

/:[Théoréme B1.18 (Opérations algébriques)} N

Soient f, g deux fonctions définies sur un intervalle I et a un élément de I ou au bord de celui-ci.
On suppose que f(z) — ¢1 et g(x) — ¢5. Alors
Tr—a r—a

(i) pour tous «, 5 € R, (af + Bg)(x) — aly + Bla,
(i) (f9)(&) —> tite
(iii) avec £y # 0, (1/f)(z) — 1/¢44,

)

(iv) si 41 = 0%, alors (1/f)(x) —— > tooet sify =0, alors (1/f)(z) — 00

\ o’

Remarque. Ces opérations se font aussi dans le cas de limites infinies avec les régles de calcul suivantes.
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0 b —o0 | eR_| 0 | eRy | 40
2
41
0 —oo | €R | 400 —00 +00 | 400 | FI | —o0 | —c0
—00 —00 —00 F.I € R_ 400 | f14s 0 lily | —c0
ceR —00 | b1+ 4y | +00 0 FI 0 0 0 FI
+00 F.I +o00 “+o00 e Ry —o00 | 4145 0 1204 “+o00
Somme de limites.
400 —o00 | —oo | FI.| 400 | 400
Produit de limites.
= Théoréme B1.19 (Composition) | <
Si f(x) — bet g(a) — £, alors (go f)(x) — L.
T—a x—b T—a
\ J)
/:[Théoréme B1.20 (Comparaison, encadrement, gendarmes)} N

Soit f, g et h trois fonctions réelles définies sur I et a un élément ou un bord de I.
Vo € I, g(x) < f(@) < hiz)
(i) Si < 9(z) P 4 , alors f(z) — L.

r—a
h(z) — ¢
r—a

(ii) Si {mefg?i i) , alors f(x) — +00.

2.5 Croissances comparées

ﬁ[Proposition B1.21 } N

(i) On a les limites en 400 :

. Inz . e . _
lim — =0, lim — =400 et lim ze™® = 0.
r—+oo X r—+oo X xr——+00

(ii) On a la limite en 0T :

Iim zlnz = 0.
z—0t
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ﬁ[Proposition B1.22 } N

Soit @ > 0 et b > 0.

(i) On a les limites en 400 :

. (Inz) e : _
lim (In2) =0, lim — =400 et lim z% % = 0.
x—+oo @ x—+oo 2 ——+00

(ii) On a la limite en 0T :

lim 2%(Inz)” = 0.
z—0t

3 Variations

3.1 Définitions

~Définition B1.23 } |

Soit I un intervalle de R et f: I — R. On dit que f est
e croissante lorsque Va,b € I, (a < b= f(a) < f(b));
e décroissante lorsque Ya,b € I, (a < b= f(a) > f(b));
e strictement croissante lorsque Va,b € I, (a < b= f(a) < f(b));
e strictement décroissante lorsque Va,b € I, (a < b= f(a) > f(b));

\\ ~/

> TFonction affine : z — axz + b.

Remarque. Cet énoncé concerne bien les fonctions définies sur un intervalle I de R. Cela n’empéche pas
d’étudier une fonction définie sur un ensemble de définition D plus général, par exemple R*. Il suffit de
scinder 'étude en deux temps : sur R’} et sur R*.

3.2 Dérivabilité

~(Définition B1.24 } \

f(z) — f(a)
T—a
ce cas, cette limite est appelée nombre dérivé de f en a, noté f'(a).

Une fonction f : I — R est dérivable en a € I lorsque admet une limite finie. Dans

\\ ~/

ﬁ[Proposition B1.25 } N

Si une fonction f: I — R est dérivable en a € I, alors elle est continue en a.
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Proposition B1.26 }

Soient f : I — R une fonction dérivable en a € I. Alors la tangente en a a ¢ a pour équation

y = f(a) + f'(a)(z - a).

Dém. B1.26

La tangente & la courbe de f en a est la droite passant par le point (a, f(a)) et de pente f'(a)
(ceci peut &tre justifié topologiquement en voyant la tangente comme limite de cordes mais ces
considérations dépassent le cadre de ce cours).

Ceci étant établi, un autre point (z,y) du plan (avec z # a) appartient a cette droite si et

y — f(a)

seulement si = f’(a), ce qui donne exactement I'équation attendue.

K:(Déﬁnition B1.27 )

Une fonction f : I — R est dite dérivable sur I si elle est dérivable en tout point a € I. Dans ce
cas, on définit la fonction dérivée de f, notée f' par

ffr I - R

z = f(z)

\>

> x +— |z| n’est pas dérivable en 0.

3.3 Dérivées usuelles

f(z) Dérivabilité f'(z)
", neN R na"
n
% a€eR R’ az® !
1
exp(z) R exp(z)
sin(z) R cos(z)
cos(z) R — sin(x)

02



MPST 2024-2025 P. Valéry B1. Etudes de fonctions 53

T 2p) —
tan(z) R\{Q—l—kﬂ\keZ} 1 + tan (x)_cosg(a;)
ch(x) R sh(x)
sh(z) R ch(z)

Arcsin(z) = 1,1] !
resin(x -1,
V1— a2
1
Arccos(x -1,1 —
) - Vs
1
Arctan(x) R {522
3.4 Opérations
ﬁ[Proposition B1.28 } -
Soient f, g deux fonctions dérivables sur I et A € R. Alors
(i) f+ g est dérivable et (f +g) = f + ¢/,
(ii) fg est dérivable et (fg)' = f'g + fd/,
(iii) Af est dérivable et (Af) = \f,
! /., /
(iv) si g ne s’annule pas sur I, ) est dérivable et (f) = g E 19 ,
) g g
& J

Dém. B1.28

On raisonne sur le taux d’accroissement en un point a € I.
) o e 1\ g, UEOO U0 10~ ) 90 o0, iy )
_ [@)g() — f(x)g(a) + f(x)g9(a) — f(a)g(a)
_ f(w)g(xx) - z(a) N f(fvi - z(a)g(a)
s f(@)g(@) + [ (@)g(a)
car f est dérivable donc continue en a, d'ou f(x) — f(a).
(iii) Facile.
: é(x) - é(a) B 1 g(a) —g(x) 1 ,
(iv) Pour tout z E I\ {a}, Py = J@g@ w—a  ioe gl (=d'(a))
car g est dérivable donc continue en a, d'ou g(x) — g(a).
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. . ) 1
Puis on applique la formule du produit a f x —.
g

> tan.

Proposition B1.29 (Composée)}

Etant données deux fonctions f : I — J et g : J — R, si f et g sont dérivables, alors g o f est
dérivable sur I et (go f) = (¢’ o f) x f'.

Dém. B1.29
Pourtousa € I et x € I\ {a},

(gof)@) =(goNle) _  (9(f(z)) = (9(f(a))

Tr—a r—a

f(x) = f(a) z—a

— g (f(a))f'(a) car f est continue en a donc f(z) — f(a).

3.5 Lien dérivation/variations

= Théoréme B1.30 | N

Soit I un intervalle de R et f : I — R une fonction dérivable sur I.

(i) f est croissante (respectivement décroissante) sur I si et seulement si Vo € I, f'(z) > 0
(xesp. f'(z) < 0).
(ii) f est constante sur I si et seulement si Vo € I, f'(x) = 0.

(iii) SiVx € I, f'(x) > 0 (resp. f'(x) < 0), alors f est strictement croissante (resp. décroissante)
sur 1.

\ o’

Dém. B1.30
Admis pour l'instant : conséquence du théoréme des accroissements finis.

1 . .
> x +— — est décroissante sur R} et sur R (mais pas sur R*).
T

Proposition B1.31 }

Soit f : I — R une fonction dérivable et a un point intérieur a I. Si f admet un extremum local
en a, alors f'(a) = 0.

Remarque. Attention, ¢ca ne marche que dans un sens : les éventuels extrema sont aux points d’annulation
de la dérivée. Lorsqu’on connait un point d’annulation de f’, seule une étude complémentaire (par exemple
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examiner les variations au voisinage de ce point) permet de savoir si nous avons affaire & un minimum, a un
maximum local ou & une autre situation.

3.6 Equations différentielles linéaires

> Cos, Sin.
> exp.

/:(Théoréme et définition B1.32 } 3
Il existe une unique fonction de R dans R, dérivable sur R, notée exp et appelée exponentielle,
telle que

exp(0) = 1,
exp’ = exp.
\ J

Remarque. Cette définition traduit ce que 'on appelle couramment une « croissance exponentielle ».

Dém. B1.32

On admet |'existence d'une telle fonction (conséquences de théorémes d'analyse sur les équations
différentielles) et on en montre I'unicité.

e Montrons qu’une telle fonction ne s’annule pas.

f(0) =1,

!

Soit f dérivable sur R vérifiant et posons h: x — f(z)f(—x).

h est dérivable comme produit de fonctions qui le sont et pour tout z € R, on a :

W(x) = f'(2)f(=z) = f(2) [ (—2) = f(2) f(—2) = f(=2)f(x) = 0.
h est donc constante égale a sa valeur en 0, soit : Vo € R, h(z) = h(0) = 1. Donc f(x)
n'est jamais nul.

e Montrons maintenant l'unicité a proprement parler.

Soit f et g deux fonctions dérivables sur R vérifiant {

ro =1 {gm) =1,

=17 9=y
. f(x) - o ?

On pose ¢ : v +— 79(95) qui est dérivable sur R car g ne s’annule pas.

/ . / _
Nors pour tout 2 € B, ¢ () = £ @90 ~ 1) @) _ [@otw) ~ 1@ota) _,

9(x) 9(x)
q est donc constante égale 3 ¢(0) = 1.
Ainsi, pour tout = € R, féxg =1, c'est-a-dire f(z) = g(x).
gl\x

On a donc montré que f = g.
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ﬁ[Proposition B1.33 } N

(i) Equation fonctionnelle :
Vz,y € R, exp(x + y) = exp(x) exp(y).

(ii) Yz € R, exp(z) > 0.
(iii) exp est strictement croissante sur R.

(iv) IEI_nOO exp(x) =0 et J:ll}I—II—loo exp(r) = +o0.

Dém. B1.33

exp(z +y)
exp(y)
On constate que f est dérivable sur R et pour tout = € R, f'(z) = f(z).
De plus f(0) = 1. Donc par unicité, f = exp.
Ainsi pour tout = € R, exp(z) = f(x), soit exp(x) exp(y) = exp(x + y).
(i) On a déja montré que exp ne s'annule pas.
La formule précédente nous donne pour tout z € R :

x x x
exp(z) = exp (5 + 5) = exp (5) exp (5) > 0.

(i) Soit y € R. On pose f : z — (on a montré que exp(y) # 0).

(iii) Conséquence directe du signe de exp, qui n’est autre que exp’.

(iv) e On étudie g : © — exp(z) — z, dérivable sur R et telle que pour tout z, ¢'(x) =
exp(x) — 1.
Or exp est strictement croissante et vaut 1 en 0. ¢’ est donc positive sur R, négative
sur R_. Et les variations qui en découlent indiquent un maximum en 0 pour la fonction
g. Comme ¢(0) = 0, g(x) > 0 pour tout z € R. En particulier, exp(z) > z et par
comparaison de limites, on obtient : exp(z) —— +o0.

r—r+00

e L’équation fonctionnelle donne, pour tout = € R : exp(z — x) = exp(x) exp(—z).

1
D’ou —x) = :
ou exp(—x) op (@)
D'ot exp(—x) —— 0 et donc exp(z) —— 0.
T—>+00 T—>—00

Notation. On pose e = exp(1) et on note e* = exp(x).

Remarque. L’équation fonctionnelle nous permet d’obtenir les régles de calcul pratique suivantes : pour
x

1 e
tousz,y ERavecy A0, onae ¥y =—et e ¥Y=—
24 24
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4 Bijection réciproque
4.1 Définition
~{Définition B1.34 } N
Soit f: D — D'. On dit que f est bijective (f est une bijection) lorsque
Vye D', 3z e D, y= f(x),
i.e. lorsque tout élément de D’ admet un unique antécédent par f.
Dans ce cas on peut définir la bijection réciproque de f, notée f~! : D' — D, qui a tout
élément de J associe son unique antécédent par f.
O 2/

ﬁ[Proposition B1.35 }

Soit f : D — D' une fonction bijective. Alors
e V€D, 1 (f(z)) = 2.
e Vae D, f(f (@) = .

&

ﬁ[Proposition B1.36 }

Soit I un intervalle de R. Toute fonction f : I — R continue et strictement monotone réalise une
bijection de I dans son ensemble image.

=

J

Remarque. Attention, pour parler de bijection, il faut bien restreindre I'ensemble d’arrivée de f & son

ensemble image, c’est-a-dire {f(z) | € I}, 'ensemble des éléments de R effectivement atteints par f.

4.2 Dérivation

/{Proposition B1.37 (Dérivation)]

Soit f : I — J une fonction admettant une fonction réciproque f=!:J — I.
e Si f est dérivable en a € I et f'(a) # 0, alors f~! est dérivable en b = f(a) € J et

71,_1_ 1
U0 = 5y = Fortm)y

e Si f est dérivable en a € I et f'(a) =0, alors f~! n’est pas dérivable en f(a).

e Si f’ ne s’annule pas, alors f~! est dérivable sur J et

1

—1\/ __
(f )_f/offl‘

o7



58 Bl. Etudes de fonctions

Remarque. Le graphe de f L est le symétrique du graphe de f par rapport a la droite d’équation y = z.
En particulier les tangentes aux deux courbes en des points qui se correspondent ont des pentes inverses 1'une
de Pautre.

4.3 Exemples

Définition B1.38 }

La fonction logarithme népérien, définie sur |0, +oo[ et notée In, est la fonction réciproque de
la fonction exponentielle.

ﬁ[Proposition B1.39 } N

e La fonction In est strictement croissante, continue et dérivable sur R7 . De plus
S~ 1
Ve e RY, In'(z) = —.
x
e Limites : lim In(z) = —co et lim In(z) = +o0.
z—0 T—+00

e Equation fonctionnelle : In(zy) = In(z) + In(y).

Dém. B1.39

e Etant continnue et strictement croissante, exp réalise une bijection de R dans ]Ri. Elle est

dérivable sur R et sa dérivée ne s'annule pas, donc sa bijection réciproque, In, est dérivable
1

sur R* et s’exprime : pour tout x € R*, In'(z) = = = —. Les
+ P P () exp/(In(z)) exp(lnz) =«

variations de In découlent du signe de cette expression sur R, .

e Les limites se déduisent de la symétrie entre les courbes représentatives de exp et In.

e Onexp(lnz +Iny) = exp(Inz) exp(lny) = zy.
D’ou, en composant par In, Inz + Iny = In(zy).

Définition B1.40 }

C . . . ™ T . . .
La restriction de la fonction sinus a [—5, 5] est continue et strictement croissante. On appelle arc
sinus son application réciproque sin~! définie sur [—1,1] et notée Arcsin.
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ﬁ[Proposition B1.41 } N

(i) La fonction Arcsin est continue, strictement croissante sur [—1, 1].

(ii) La fonction Arcsin est dérivable sur | — 1, 1] et

1

Vﬂ: G] — 1, 1[, AI‘CSin/(.'E) = \/ﬁ
— X

Définition B1.42 }

La restriction de la fonction cosinus & [0, 7] est continue et strictement décroissante. On appelle
arc cosinus son application réciproque cos~! définie sur [—1,1] et notée Arccos.

ﬁ[Proposition B1.43 } N

(i) La fonction Arccos est continue, strictement décroissante sur [—1, 1].

(ii) La fonction Arccos est dérivable sur | — 1,1] et

-1
V1—22

Vz €] — 1,1[, Arccos'(z) =

y
‘ A
. = T
y = Arcsinzx Y ceos T
T -
2 L
-1 1
- S
—T s
2 7 2
/14 —1
it - |
e 2 Ve
YT \
Définition B1.44 } "

.. . ™ T . . .
La restriction de la fonction tangente & [7, 5] est continue et strictement croissante. On appelle

arc tangente son application réciproque tan~! définie sur R et notée Arctan.

29
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Yy =tanx
ﬁ[Proposition B1.45 } N |
s
La fonction Arctan est continue, strictement | - - - __ 2 ,/ ,,,,,,,,
croissante et dérivable sur R et on a Y — Arctanz
1
Vz € R, Arctan’(z) = . * * >
(@) 1+ x2 =T z
. J e 74’,'/7 77777777777777777
| —m
2
EV VO
Meéthodes

e Lever une indétermination dans un calcul de limite

> par factorisation,
> par croissances compareées,

> en reconnaissant un taux d’accroissement.

Etude des variations d’une fonction.

Déterminer le signe d'une fonction

> par résolution directe,
> par I’étude de ses variations.

e Repérer une asymptote verticale, horizontale ou oblique.

Déterminer la dérivabilité et la dérivée d’une bijection réciproque.

Déterminer l'unicité de la solution ou le nombre de solutions
d’une équation.
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CHAPITRE B2

NOMBRES REELS ET SUITES NUMERIQUES

(Ohiantifc )
r { Objectifs | N
. - @ J
e Définition d’une suite.
e Expression des suites usuelles.
e Appréhender la notion de borne supérieure ou inférieure, ’iden-
tifier dans des cas simples.
e Notion de limite d’une suite.
e Plan et méthodes pour I’étude d’une suite.
\\, o’
Notation. Dans tout le chapitre, K désigne R ou C
1 Suites numériques
1.1 Généralités
—(Définition B2.1 ) N

On appelle suite a valeurs dans K une famille de nombre réels ou complexes indexée par N,
c’est-a-dire une application
u:N— K.

On note alors u,, = u(n), appelé terme général de la suite.

\ o’

Notations. L’ensemble F(N,K) des suites a valeurs dans K est noté K et une suite u sera le plus souvent
définie par son terme général et notée (uy)nen ou (uy,) lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité.

Remarque. Une suite peut étre simplement définie a partir d’un certain rang (apcr) ng. On la note alors

(Un)nzno-
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62 B2. Nombres réels et suites numériques

r:(Déﬁnition B2.2 ) N

Etant données deux suites (u,) et (v,) et un nombre A € R, on définit sur K les opérations de
somme, produit et multiplication par un scalaire par

o (up) + (vn) = (un + vp),
* Aun) = (Aun),

o (up) X (vn) = (upvy).

/:[Déﬁnition B2.3 (Ordre)} N

Soit (u,) € RY. On dit que (u,) est

(i) majorée lorsque ’ensemble de ses termes est majoré dans R, c’est-a-dire lorsque
dM e R, Vn e N, u,, < M;

(ii) minorée lorsque l'ensemble de ses termes est minoré dans R, c¢’est-a-dire lorsque
dJm e R, Vn € N, m < up;

(iii) bornée lorsqu’elle est minorée et majorée.

Soit (u,) € CN. On dit que (uy,) est bornée lorsque (|uy|) est majorée.

/:[Déﬁnition B2.4 (Monotonie)} N

Soit (uy) € RY. On dit que (u,) est
(i) croissante lorsque

W¥n € N, tn < Ung;

(ii) décroissante lorsque
Vn € N, upp1 < up;
(iii) monotone lorsqu’elle est croissante ou décroissante.

(iv) On dit que (uy) est strictement croissante, strictement décroissante ou strictement
monotone lorsque les inégalités ci-dessus sont strictes.

Remarque. On aura souvent simplement besoin de vérifier ces propriétés & partir d’un certain rang,
c’est a dire que la propriété en question sera vraie pour tout n > ng avec ng € N. Une suite constante &
partir d’un certain rang s’appelle une suite stationnaire.
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1.2 Suites usuelles

Définition B2.5 }

Upt+l = Up + T

Soit r € K. On dit qu’une suite (uy,)nen est arithmétique de raison r lorsque pour tout n € N,

\>

ﬁ[Proposition B2.6 }

(i) Vn € N, u,, = ug + nr,

Soit 7 € K et (up)nen une suite arithmétique de raison r. Alors

(i) Vn,p e N, up, = up + (n —p)r.

Définition B2.7 )

Unp+1 = Un X (.

Soit ¢ € K. On dit qu’une suite (vy)nen st géométrique de raison ¢ lorsque pour tout n € N,

\>

ﬁ[Proposition B2.8 }

(i) Vn € N, v, = vg X ¢",

Soit ¢ € K* et (vp)nen une suite géométrique de raison g. Alors

(i) Vn,p e N, v, = v, x ¢"7P.

Définition B2.9 }

On dit qu’une suite (up)nen est arithmético-géométrique lorsqu’il existe a € K\ {1} et b € K*
tels que pour tout n € N, upy1 = aup + b.

\>

Meéthode d’étude :

e Si a =1, se ramener a ’étude d’une suite arithmétique.

e Sia # 1, trouver c tel que ¢ = ac + b (point fixe de la relation).

Détalil.

c=ac+b & c¢(l—a)=0b

54

CcC =

b
1—a

o (wy) = (up — ¢) est géomeétrique de raison a.
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Détalil.

Soit w,, = u, — ¢ pour tout n.
Wpi1l = Upil—C
= au,+b—c
Pour tout n € N, = aup+b— (ac+b)
= a(up —c)

= |aw,

e Exprimer w, en fonction de n.

e En déduire u, en fonction de n pour tout n € N.

Détail.

(wy,) est géométrique de raison a. Donc pour tout n € N, w,, = a"wy.
Donc u,, — ¢ = a"(ug — ¢), soit u, = a"(ug —¢) + c.

b b
Finalement, |u, = a” [ ug — + .
1 1—a

1.3 Etude d’une suite récurrente linéaire a deux termes

—(Définition B2.10 } |

(i) On dit (uy,) vérifie une relation de récurrence linéaire & deux termes (ou d’ordre 2)
s'il existe a,b,c € K avec a,c # 0 tels que Vn € N, auyp1o + bupy1 + cup, = 0.

(ii) Dans ce cas, on appelle équation caractéristique 1’équation az? +bx+c=0.
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= Théoréme B2.11 } N

Avec les notations ci-deussus, soit (uy,) vérifiant : Vn € N, aup4o + bup+1 + cu, = 0. Soit A le
discriminant de I’équation caractéristique associée.
(i) Cas complexe.
e Si A >0, s0it g1 et go ses deux solutions réelles.
Alors (un) € {(Aqy' + pgy) [ A, p € R}
e Si A =0, soit ¢ son unique solution réelle.
Alors (up) € {(Ag" + png") | A\, p € R}.
(ii) Cas réel.
e Si A >0, soit q1 et g2 ses deux solutions réelles.
Alors (up) € {(\q] + ugy) | A, p € R}.
e Si A =0, soit ¢ son unique solution réelle.
Alors (up) € {(A¢" + ung") | A\, € R}.
e Si A<O0,so0it g1 = peie et qo = pe_ie ses deux solutions complexes conjuguées.
Alors (up) € {p"(Acos(nf) + Bsin(nb)) | A, B € R}.

\ J
ug, w1 donnés
Méthode d’étude pour 0.7
Vn € N, aupt2 + bunt+1 + cup =0
e Ecrire et résoudre 'équation caractéristique : ax? + bz + ¢ = 0.
e En fonction de A, donner les solutions générales (voir théoréme ci-dessus).
e A l'aide de ug et uy, trouver les deux constantes (via un systéme a deux équations).
Remarque.
e La relation aupyo + bupy1 + cu, = 0 s’appelle relation de récurrence linéaire d’ordre 2.
e Sia=0ouc=0, lasuite (u,) est simplement géométrique.
e Trés souvent, on aura a = 1 et la relation sera donnée sous la forme uy, o = Qup 1 + Buy.
2 Bornes supérieure et inférieure
(:[Déﬁnition B2.12 (Bornes supérieure et inférieure)} N
Soit A une partie de R. Sous réserve d’existence,
(i) on appelle borne supérieure de A le plus petit élément de 'ensemble des majorants de A.
(ii) on appelle borne inférieure de A le plus grand élément de ’ensemble des minorants de A.
> 2/

Notations. On note sup A et inf A ces éléments.

Proposition B2.13 j

(i) Toute partie non vide et majorée de R admet une borne supérieure.

(ii) Toute partie non vide et minorée de R admet une borne inférieure.

65



66 B2. Nombres réels et suites numériques

({Proposition B2.14 (Caractérisation de la borne supérieure)} ~

Soit A une partie non vide de R. Alors on a équivalence entre
(i) s=supA4;
(ii) s est un majorant de A et Ve >0, da € A, s — e < a.
(iii) s est un majorant de A et Vo < s, Ja € A, x < a.

. J

Remarque. De méme on a équivalence entre
(i) i =inf A;
(ii) 7 est un minorant de A et Ve >0, 3b€ A, b<i+e.

(iii) 7 est un minorant de A et Vo >4, 3b€ A, b < x.

3 Convergence, divergence

3.1 Limites

—Définition B2.15 } N

On dit qu'une suite (u,) € K converge vers £ € K lorsque :
Ve >0,IN €N, Vn > N, |u, — ¢ < e.

Si un tel £ existe, on dit que la suite est convergente et sinon on dit qu’elle est divergente.

\\ ~/

Remarque. Variante réelle : une suite (u,) € RY converge vers ¢ € R lorsque tout intervalle ouvert
contenant ¢ contient tous les termes de la suite (u,) sauf un nombre fini d’entre eux. Notamment, on peut
interpréter |u, —f| <e <l —c<u, <Ll+e.

—{Définition B2.16 } |

On dit qu’une suite réelle (u,) tend vers +oo (et on note uy, PR +00) si
n—-+0oo

YAER,3IN €N, V¥n > N,u, > A.

On dit qu’une suite réelle (u,) tend vers —oo (et on note uy, — —00) si
n—-+0o0

VAeR,dN € N, Vn > N,u, < A.

\> 2/

Remarque. On peut aussi donner la formulation suivante : (u,) tend vers +oo lorsque tout intervalle de
la forme [A, 4+o00[ contient tous les termes de la suite sauf un nombre fini d’entre eux.
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Théoréme et définition B2.17 (Unicité de la limite)}

Soit ¢,¢ € K et soit (u,) € K une suite qui converge vers £ et vers £'. Alors £ = {'. Ce nombre

s’appelle alors la limite de la suite (u,) et on note lim w, = {.
n—+00

Remarque. Méme chose dans le cas réel d’une limite infinie, avec la notation lim wu, = 400 (ou —o0).
’ +
—>+00

n

3.2 Premiéres propriétés

ﬁ[Proposition B2.18 }

La suite (u,) converge vers ¢ si et seulement si la suite (u, — ¢) converge vers 0.

&

ﬁ[Proposition B2.19 }

Toute suite convergente est bornée.

&

Remarque. Une suite qui tend vers +oo (respectivement —oo) n’est pas majorée (resp. pas minorée).
particulier, elle diverge.

En

({Proposition B2.20 (Compatibilité avec la relation d’ordre)}

(i) Soit (un) € RY une suite qui converge vers £ € R et soit a,b € R. Si u, € [a,b] apcr, alors
¢ € la,b].

(i) Soit (uy), (vy) € RY deux suites qui convergent respectivement vers £ et . Si u, < v, apcr,
alors ¢ < 7.

.

Remarque. Attention : les inégalités strictes ne passent pas a la limite.

ﬁ[Proposition B2.21 }

Soit (u,) € KN une suite qui converge vers £ € K et soit a € K.
e Si { # a, alors u, # a apcr.

e Dansle cas K=R:si £ > 0, alors u,, # 0 (et méme wu,, > 0 apcr).

3.3 Opérations sur les limites

::‘I:emme B2.22 /::

Le produit d’une suite bornée par une suite tendant vers 0 tend vers 0.
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({Proposition B2.23 (Somme, produit)} N
Soit (uy) et (v,) deux suites convergentes. On note £ = lim wu, et ' = lim v,. Soit \, u € K.
n—-+4o00 n——+o0o
Alors

(i) la suite (Auy, + pvy,) converge vers A + ul’;

(ii) la suite (unvy,) converge vers (0.

= J
({Proposition B2.24 (Inverse)} .
Soit (uy,) une suite qui converge vers £ # 0. Alors la suite (1/uy,) est bien définie apcr et converge

vers 1/4.
= J
ﬁ[Proposition B2.25 } N

— Soit (u,) € KN telle que |uy| tend vers +oo. Alors (1/uy) converge vers 0.

— Soit (u,) € KN telle que |u,| tend vers 0. Alors (1/u,) diverge. De plus,

. . 1
> si u, € RY aper alors lim — = 400,

n—+00 Uy,

> siu, € RY aper alors nll)l_il_loo uln = —00,
L )
ﬁ[Proposition B2.26 j N

Soit (uy,) € CN. Alors (u,) converge vers £ € C si et seulement si (Re(u,)) et (Im(uy,)) convergent
respectivement vers Re(¢) et Im(¢).

& J

/—[Proposition B2.27 (Module)} .

Si (uy) converge vers ¢, alors (Ju,|) converge vers |¢|.

(S /

(:[Théoréme B2.28 (Encadrement, gendarmes)} N

Soit (), (vn), (w,) € RN, On suppose
> u, < Uy < W, aper,
> (un)
Alors (vy,)

et (wy,) convergent toutes deux vers ¢ € R.

converge également vers /.

\ o’

Remarque. Un cas particulier : Soit (u,) € CV et (v,) € RY telles que |u,| < vy, aper et vy, — 0.
n—-+0oo

Alors u,, — 0.
n—-+o0o
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3.4 Suites extraites

Définition B2. 29

Soit (u,) € KN. On dit que (v,) est une suite extraite ou une sous-suite de (u,) s'il existe une

application strictement croissante ¢ : N — N telle que pour tout n € N, vy, = ().

Proposition B2.30 W
Toute suite extraite d’une suite convergente converge vers la méme limite.

Remarque. En particulier pour montrer qu’une suite bornée n’est pas convergente, il suffit de trouver
deux suites extraites qui convergent vers deux limites différentes.

Proposition B2.31 }

Soit (uy) € KN. Si (u2n) et (ugnt1) tendent vers la méme limite ¢ € K, alors (uy,) tend vers £.

De toute suite bornée on peut extraire une suite convergente.

FTheoreme B2.32 (Bolzano- Welerstrass)\

3.5 Monotonie

= Théoréme B2.33 (Limite monotone) | 3

(i) Soit ( ») € RY une suite croissante.

Si (uy) est majorée, alors elle converge vers ¢ = sup{uy, n € N}.

e Si (up) n'est pas majorée, alors elle diverge vers +oo.
(i) Soit (un) € RN une suite décroissante.
e Si

(up) est minorée, alors elle converge vers ¢ = inf{u,, n € N}.
e Si (u,) n’est pas minorée, alors elle diverge vers —oo.
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/:[Déﬁnition B2.34 (Suites adjacentes)}

On dit que deux suites (uy) et (v,) sont adjacentes si
(i) (uy) est croissante,
(ii) (vp) est décroissante,

(iii) vy —uy — 0.
n——+o0o

Théoréme B2.35 |

Soit (uy) et (v,) deux suites adjacentes. Alors (u,) et (v,) tendent vers la méme limite ¢ qui, de
plus, vérifie u, < ¢ < v, pour tout n € N.

\

Dém. B2.35

o (vy, — uy) est décroissante d'aprés les variations de (u,) et (vy,).
e VneN, v, —u, >0 car (v, — uy,) décroit vers 0.
o Vn e Njuy < u, < vy, < vp. Ainsi (uy,) est majorée (par vg) et (v,) minorée (par ug).

(un) et (vy,) convergent. Soit ¢ et ¢ leurs limites respectives.

o v, —u, — ' — ¢ donc ¢ — ¢ =0 par unicité de la limite.
n—-+oo

¢ = sup{un, n € N} = inf{v,, n € N} donc Vn € N, u,, < £ < v,.

3.6 Traduction séquentielle de propriétés analytiques

/:[Théoréme B2.36 (Caractérisation séquentielle de la densité)}

Soit X une partie de R. On a équivalence entre les deux assertions suivantes.
(i) X est dense dans R.
(i) Ya € R, 3(z,) € XN, 2, — a.
n—+oo

\

/:[Théoréme B2.37 (Caractérisation séquentielle de la borne supérieure)}

Soit A une partie non vide et majorée de A. Soit s € R. On a équivalence entre les deux assertions
suivantes.

(i) s =sup(A).

ii) s est un majorant de A et J(u,) € AN Up —— Q.
( ) J )
’I’L—>+OO
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/:[Théoréme B2.38 (Caractérisation séquentielle de la continuité)} N\
Soit D CRet f: D — R. Soit a € D. On a équivalence entre les deux assertions suivantes.
(i) f est continue en a.
(ii) Pour toute suite (z,) € DY qui converge vers a, on a f(z,) = f(a).
n—-+00
\ J

[N athrdoc |
Méthodes

e Déterminer l'expression d’une suite arithmético-géométrique en
se ramenant & une suite géométrique.

e Déterminer 'expression d’une suite récurrente d’ordre 2 en pas-
sant par son expression caractéristique.

e Enlever une valeur absolue en distinguant les cas.
e Déterminer une borne supérieure ou inférieure.
e Déterminer la limite d’une suite

> par calcul direct,
> par croissances comparées,

> par encadrement...
e Montrer la convergence d'une suite

> en calculant sa limite (cf. supra),

> par limite monotone.
e Montrer la divergence d’une suite

> en calculant sa limite (cf. supra),
> en étudiant des suites extraites.
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CHAPITRE B3

INTEGRATION ET EQUATIONS DIFFERENTIELLES

(i re )
{ Objectifs |
. - J

Notion d’intégrale, vision géométrique et vision calculatoire.

Lien entre primitives et calcul d’intégrales.

Calcul pratique d’intégrales.

Structure des solution d’une équation différentielle.

Résolution pratique des EDL usuelles.

Dans tout le chapitre, I désigne un intervalle véritable de R et K =R ou C.

1 Primitives et intégrale

/:(Déﬁnition B3.1 )

(i) Soit f : I — C. On appelle partie réelle et partie imaginaire de f les applications
Re f:xz+— Re(f(x)) et Im f: x — Im(f(z)).

(ii) On dit que f est dérivable en x € I si Re f et Im f le sont et on pose

fi(@) = Re f)'(x) + i(Im f)'(2).

\>

/:(Déﬁnition B3.2 )

Soit f, F : I — K. On dit que F est une primitive de f sur I si F' est une fonction dérivable sur
Ietque F'=f.

\

~ Théoréme B3.3 }

(i) Toute fonction continue sur I admet une primitive.

(ii) Les primitives de la fonction nulle sont les fonctions constantes.
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ﬁ[Proposition B3.4 } ~

Soit f : I — K une fonction.

(i) Si F est une primitive de f sur I, alors G : I — K est une primitive de f sur [ si et seulement
si G — F est constante.

(ii) Soit f : I — K une fonction continue. Soit zg € I et yo € K. Il existe une unique primitive
F de f telle que F(x0) = yo-

. J

Notation. Soit a,b € I, f: I — K une fonction continue et F' une primitive de f. On note

2 Propriétés de l’intégrale

2.1 Formules générales

({Proposition B3.5 (Chasles)} N

Soit f : I — K continue et a,b,c € I et . Alors

/acf(t)dt:/abf(t)dtJr/bcf(t)dt.

(. /

/{Proposition B3.6 (Linéarité)} N

Soient f et g deux fonctions continues sur I dans R et soit A € K. Alors

b b b
/ (F() + 9(t)) dt = / F(tydt + / o(t)dt,

/ab)\f(t)dt: A/:f(t)dt.

. J

({Proposition B3.7 (Positivité)} N

Soit f : I — R continue telle que Vz € I, f(x) > 0 et soit a < b dans I. Alors

/bf(t)dt>o.
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_ ~

—~ " Corollaire B3.8 (Croissance) ‘ O ~

Soient f et g deux fonctions continues de I dans R telles que Va € I, f(z) < g(x) et soit a < b

dans I. Alors ) )
/ £t dt < / o(t) dt.

ﬁ(Proposition B3.9 } -

Soit f : I — R continue et de signe constant et soit a # b dans I. Alors

b
/f(t)dt:O:f:O.

/:[Théoréme B3.10 (Inégalité triangulaire)} N

Soit f : I — K continue et soit a,b € I.

i) Om e b b
/ f<t>dt]< [ rwnae

(ii) Dans le cas on K =R, on a égalité si et seulement si f est de signe constant.

2.2 Techniques d’intégration

Définition B3.11 }

On dit que f : I — K est de classe C! sur I lorsqu’elle est dérivable sur I et que sa dérivée f’
est continue sur [.

= Théoréme B3.12 (Intégration par parties) | 3

Soient u,v : I — K de classe C! et a,b € I. Alors
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= Théoréme B3.13 |

Soient I, J deux intervalles de R et ¢ : J — [ une fonction dont la dérivée est continue sur I.
Soient f : I — R continue et o, 8 € J. Alors

»(B) B
/ f(t)dt = / F ()¢ (w) du.
w(a) a

(x

3 Equations différentielles

3.1

~{Définition B3.14 }

Généralités

Soit n € N*. On appelle équation différentielle d’ordre n une équation du type
F(xayu yla e 7y(n)) = 07

ot y est la fonction inconnue de la variable z et F' est une fonction a n+2 variables F' : I x K" —
K.
Une solution sur I de cette équation est une fonction f : I — K, n fois dérivable sur I, qui
vérifie

Vo €I, F(z, f(x), f'(z),..., [™(z)) = 0.
Résoudre ou intégrer cette équation différentielle sur I, ¢’est donner toutes ses solutions sur I.
Si K = R, les courbes intégrales de cette équation sont les courbes représentatives de ses
solutions.

\>

~{Définition B3.15 }

Soit n € N*. On appelle équation différentielle linéaire une équation différentielle de la forme
> ar(@)y™ = b(2), (E)
k=0

ou ao, . ..an et b sont des fonctions continues de I vers K.

On dit que I’équation est normalisée lorsque a, est constante égale a 1.

On dit que '’équation est a coeflicients constants lorsque les fonctions ag, . . . , a, sont constantes.
L’équation homogéne ou sans second membre associée a (E) est

> ap(x)y™ =o. (Eo)
k=0

\>

Notation. On notera Sy les solutions sur I de I’équation (E) et Sp r celles de I'équation (Ep).
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/:[Théoréme B3.16 (Structure de SOJ)][ N

(i) La fonction nulle est solution de (Ep)
(ii) Soit f € Spret A € K. Alors Af € Sp 1.
(ili) Soit f,g € So,1. Alors f+g € So 1.

/:[Théoréme B3.17 (Structure de 8[)][ N

Soit fp une solution de (F). Pour toute fonction f : I — R n fois dérivable, on a
feSie (f—fr) €Sor

Autrement dit :

Si={fp+ fol fo€Sor}

/:[Théoréme B3.18 (Superposition des solutions)} N

Soit b1, b deux fonctions continues de I dans K et A\, u € K. Soit f1; : I — K une solution de
Péquation Zak(x)y(k) = b1(x).
k=0

n
Soit fa : I — K une solution de I’équation Z ap(2)y® = by(x).
k=0

Alors Afy + ufo est solution de I’équation Z ap(2)y® = Aoy (z) + pbs ().
k=0

Proposition B3.19 (Caractérisation de l’exponentielle)}

Soit a € C. La fonction f : x +— e* est 'unique fonction dérivable sur R solution de ’équation
différentielle ¥ = ay et vérifiant y(0) = 1.
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/:(Déﬁnition et théoréme B3.20 ) N

n
Soit ag, ..., a, € Ket (Ey) 'équation différentielle a coefficients constants Z aky(k) = 0.

k=0
On appelle équation caractéristique associée 1’équation d’inconnue 7 € K :

n
Z apr® = 0. (E.)
k=0

Soit r € K. Les deux assertions suivantes sont équivalentes.
(i) x +— €"* est solution de (Ejp).
(ii) r est solution de (E.).

3.2 Résolution d’une équation homogéne
EDLH du 1°* ordre

Soit a : I — K une fonction continue et (Ep) ’équation linéaire homogéne du premier ordre

Y +a(z)y =0.

= Théoréme B3.21 N

Soit A une primitive de a sur I. L’ensemble des solutions de (Ej) est

So = {z = Xe 4@ | X e R}.

EDLH du 2¢ ordre

Soit a,b,c € K et (Ep) 1’équation linéaire homogene du second ordre
ay” + by + cy = 0.

Soit (E.) I’équation caractéristique associée et A son discriminant.

/:[Théoréme B3.22 (Cas K = (C)j N

e Si A # 0, soit 71,72 les solutions de (E,). Les solutions de (Ep) sont
So ={xz— X" 4 pe™ | A\, u € C}.
e Si A =0, soit r la solutions de (E.). Les solutions de (Ep) sont

So={x— Az +pe*|\pueC}.
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/:[Théoréme B3.23 (Cas K = R)j

e Si A >0, soit 71,72 les solutions réelles de (E.). Les solutions de (Ep) sont
So = {x — A" + pe™ | A\, p € R}

e Si A =0, soit r la solutions de (E.). Les solutions de (Ep) sont
So={x— Az +pe™| A\ peR}.

e Si A <0, soit r1, 79 les solutions complexes conjuguées de (E.). En posant 11 = a + if et
ro = a — if3, les solutions de (FEy) sont

So = {x +— (Acos(Bz) + psin(fzx)) e* | A\, u € R}
= {x — (Acos(Bx + ¢)) e*® | A,p € R}

3.3 Recherche d’une solution particuliére
Cas d’une EDL a coefficients constants

Recherche d’une solution particuliére sous la forme du second membre.

Variation de la constante

= Théoréme B3.24 |

Soit a,b deux fonctions continues de I dans K et (E) I’équation linéaire homogéne du premier
ordre

Y+ a(a)y = b(x).

Soit C' une primitive de z — b(z)e®) . Alors 2 — C(z)e 4™ est solution de (E).

3.4 Probléme de Cauchy

~ Théoréme B3.25 }

Soit @ et b deux fonctions continues de I dans K. Etant donnés zg € I et yo € K, il existe une
unique solution sur I au probléme de Cauchy

{y+mmyzmw
y(«’UO) =%
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= Théoréme B3.26 |

Soit a,b,c € K et b : I — K continue. Etant donnés o € I et yo,y, € K, il existe une unique
solution sur I au probléme de Cauchy

ay” + by’ + cy = b(x)
y(zo) = vo,
y'(z0) = yo-

Méthodes

e Comparaison d’intégrales.

Calcul de primitive

> en reconnaissant une dérivée usuelle,
> par intégration par parties,
> par changement de variable.

e Etudier une fonction définie par une intégrale.

Résolution d’équations différentielles :
> équations homogénes d’ordre 1 ou 2,
> variation de la constante,
> seconds membres usuels.
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CHAPITRE B4

CONTINUITE ET DERIVABILITE

(i)
- { Objectifs | N
- J
e Notions de limite et de continuité en un point, a droite, a gauche.
e Fonctions continues et prolongements par continuité.
e Approche locale de la dérivabilité.
e Etude globale des fonctions continues, dérivables.
\o o’

1 Limites, continuité

Les notions de ce chapitre sont présentées pour une fonction définie sur un intervalle de R. Elles s’étendent
(dans une mesure que 1’on précisera) aux fonctions définies sur un domaine qui s’en rapproche ou s’y rameéne
simplement (par exemple R* comme union de deux intervalles, etc.).

Dans toute la suite, on considére un intervalle I C R.

Notation. R désigne RU{—o0, +0oc}. On désigne par I I'intervalle I incluant ses bornes si elles sont finies.
Par exemple |0, 1] = [0, 1].

81



82 B4. Continuité et dérivabilité

1.1 Etude locale

/:(Déﬁnition B4.1 ) )

Soit f une fonction définie sur I. Soit a un élément ou une extrémité de I et soit £ € R. On dit
que f(z) tend vers ¢ quand z tend vers a et on note f(z) — ¢ lorsque,
Tr—a

e pour a € Ret £ € R,
Ve >0,3n>0,Ve e INja—n,a+n|, |f(z) - <e,
e pour a € Ret £ = +o00,
VM >0,3n>0,Vz € INla—n,a+n], f(x)> M,
e pour a = +o00 et £ = 400,
VM >0,3A € R, Vx € IN[A, +o0], f(z) > M,
e pour a = —oo et £ € R,

Ve >0,3JA e R, Vz € IN] — 00, 4], |f(x) —¢| < e.

\> 2/

—(Définition B4.2 ) N

Soit f définie sur 1.
(i) Soit a € I. On dit que f vérifie la propriété P au voisinage de a lorsqu’il existe 7 > 0 tel
que f vérifie la propriété P sur INja — n,a + 7.
(ii) Supposons que +oo est au bord de I. On dit que f vérifie la propriété P au voisinage de
+oo ¢'il existe A > 0 tel que f vérifie la propriété P sur I N[A, o0

\> 2/

Remarques.
o [l existe bien str la méme définition si ’on se place au voisinage de —oo.

e On peut encore écrire cing autres définitions de la limite dans les autres cas pour a et £. 1l est indis-
pensable de savoir le faire. On peut aussi utiliser la notion de voisinage pour résumer la définition de
f(x) —— £ en une assertion :

T—a

pour tout voisinage V' de ¢, il existe un voisinage W de a tel que pour tout x € INW, f(z) € V.

Proposition B4.3 (Unicité de la limite)}

Si f(x) — 0 et f(x) — ly, alors £1 = {5.

Notation. On peut donc noter lim f(x) = £.

T—ra
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Dém. B4.3

Supposons ¢1 # {3. Alors il existe un voisinage V; de ¢; et un voisinage V5, de ¢ disjoints (par
by — ¥
).

exemple si /1 et lo € R, on prend Vi =1 — e, + [ et Vo =]y —e, o+ €[ avec e =
Par définition, il existe T¥ voisinage de a tel que pour tout x € I N W1, f(x) € V.
Et aussi il existe W5 voisinage de a tel que pour tout z € I N Wa, f(x) € Va.

Mais W7 N Wy est un voisinage (non vide) de a. Or pour z € W1 N W, f(x) € Vi N Va, ce qui
est impossible car on les a choisis disjoints.

Définition B4.4 )

Soit f définie sur I et a € I. On dit que f est continue en a lorsque f(z) — f(a).

Remarque. On peut donc traduire cette définition en termes mathématiques : f est continue en a lorsque

Ve >0,3dn>0,Vz € INja—n,a+n|, |f(z) — fla)] <e.

/:[Déﬁnition B4.5 (A droite et a gauche)}

Soit f définie sur I et a un élément ou une extrémité de I.
(i) e Sia#sup(/), on dit que f admet une limite & droite en a lorsque f|;njq, 00| admet
une limite en a.
e Sia # inf(]), on dit que f admet une limite & gauche en a lorsque f|rn_oo o admet
une limite en a.
(i) e Sia#sup(I), on dit que f est continue & droite en a lorsque f|;n[q 400 €St continue
en a.

e Sia # inf(I), on dit que f est continue & gauche en a lorsque f|;q_q ) est continue
en a.

Notations. On note f(x) —— f et f(z) —— £ ou encore, si on a l'existence de la limite, lim f(z) =

z—at T—a~ z—at

lciLerf:K

ﬁ[Proposition B4.6 }

(i) f admet une limite en a si et seulement si elle admet une limite & droite et a gauche en a et
qu’elles sont égales.

(ii) f est continue en a € I si et seulement si elle est continue & droite et & gauche en a.
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f:(Théoréme et définition B4.7 j N

Soit a € I et f définie sur I\ {a}. Supposons que f admette une limite finie £ € R en a. Alors on
peut définir la fonction

f+ I — R
o {f(x)siasel\{a}

{siz=a

Cette fonction est continue en a et est appelée prolongement par continuité de f en a.

1.2 Opérations

Désormais f et g désignent deux fonctions définies sur une partie de R. Les limites considérées s’entendent
en un point de leur ensemble de définition ou au bord de ce dernier.

Proposition B4.8 }

(i) Si f — £ € R, alors f est bornée au voisinage de a.
a

(ii) Si f — £ >0, alors il existe m > 0 tel que f > m au voisinage de a.
a

Dém. B4.8

(i) On applique la définition avec ¢ = 1. Ceci montre que f est bornée au voisinage de a par
{—T1etl+1.
(i) Si ¢ € R4, on applique la définition avec e = 5 Ceci montre que f(x) > ¢ —¢/2 dans un

voisinage de a, ce qui est un minorant m strictement positif.
Si £ = 400, on applique la définition avec n'importe quel seuil strictement positif.

/:[Théoréme B4.9 (Opérations algébriques)} N

Soit f,g deux fonctions définies sur I et a € I. On suppose que f(z) — 1 et g(z) — £o.
T—a

Alors o
() pour tous . § € R, (af + fg)(x) — aly + b,

(i) (f9)(x) —> tata

(i) |f()| — 6al.

(iv) avec €1 #0, (1/f)(x) — 1/4;

\ o’

Dém. B4.9

Démonstration partielle de la premiére propriété dans le cas o /1, /> € R.
(i) Soit e > 0.
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Soit V] voisinage de a tel que pour tout x € Vi, |f(x) — 41| < %
o
Soit V5 voisinage de a tel que pour tout x € V3, |g(z) — 42| < ﬁ

Soit V' = V; NV, voisinage de a. Alors pour tout x € V,

[(af + Bg)(x) — aby + Blo| <al[f(x) — (] +[Bllg(x) — L2 <e.

Théoréme B4.10 (Composition)}

Sif%betg?f, alors go f — /L.

\\a

_ - N

Si f est continue en a et g continue en f(a), alors g o f est continue en a.

(. J

/{Proposition B4.12 (Compatibilité avec la relation d’ordre)} N

Si f < g au voisinage de a et f — £1 et g — lo, alors £1 < {s.
a a

& J

Dém. B4.12

On travaille avec g — f qui tend vers o — £1. Si 1 > {5, alors {1 — f5 > 0 et donc f — g admet
un minorant strictement positif dans un voisinage de a. Ceci contredit I'hypothése sur le signe

de g — f.

Remarque. En particulier, si f < b au voisinage de a et f — £, alors £ < b.
a

(:[Théoréme B4.13 (Gendarmes)} \

(i) Si g < f < h au voisinage de a et g,h — £, alors f — .

a a
(ii) Si g < f au voisinage de a et g — +00, alors f — +oc.
a a
N\ -/
/:[Théoréme B4.14 (Caractérisation séquentielle de la limite)]{ N
On a équivalence entre
(i) f=¢
a
(ii) Pour toute suite (u,) € RY telle que u,, —— a, f(u,) —— £.
n——+00 n——+00

\ J

Remarque. On utilise aussi la contraposée de (i)=(ii), notamment pour démontrer qu’une fonction est
n’admet pas de limite, ou est discontinue en un point.
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/:[Théoréme B4.15 (Variations)} N

Soit f définie sur un intervalle de la forme [a, b] ou ]a, b (avec a,b € R) et croissante au voisinage
de b. Alors

soit f est majorée au voisinage de b, alors elle admet une limite finie en b,

soit f ? ~+00.

\ o’

Remarque. On a un résultat similaire avec une fonction décroissante, en remplagant la majoration par
une minoration, et +00 par —oo.

1.3 Fonctions continues

Définition B4.16 }

On dit qu’une fonction f est continue sur I lorsqu’elle est continue en tout a € I.

Notation. On désigne par C(I,R) l'algebre des fonctions continues sur I.

ﬁ(Proposition B4.17 } N

e Soit f,g € C°(I,R). Alors

(i) pour tous «, 8 € R, (af + Bg) € C(1) ,
(i) fg€C'(I,R),
(iii) |f| € C°(I,R).
iv)

1
(iv 7 est continue sur I \ {z € I, f(z) = 0}.

e Soit f € C(I,R) et g € C(J,R) ot J est un intervalle de R tel que f(I) C J. Alors gof € C(I).

(S /

r:[Théoréme B4.18 (Valeurs intermédiaires)j[ \

Soit f: I — Ret [a,b] CI.Si

> f est continue sur [a, b],

> v est compris entre f(a) et f(b),
alors il existe ¢ € [a, b] tel que v = f(c).

\ J
= Théoréme B4.19 | N
L’image d’'un intervalle (resp. d’un segment) par une fonction continue est un intervalle (resp. un

segment).
\ J
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Théoréme B4.20

Toute fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes.

Notation. En particulier f continue sur [a,b] atteint son maximum et son minimum, notés max f(x) et

z€[a,b]
2

Théoréme B4.21 |

Soit f : I — R continue. Si f est injective, alors f est strictement monotone.

2 Dérivation des fonctions réelles

2.1 Dérivabilité

—(Définition B4.22 } \

soit f: I — Ret a € I différent de inf I (resp. sup I).

(i) On dit que f est dérivable a gauche (resp. a droite) en a lorsque posséde une

f(z) = f(a)

limite finie & gauche (resp. a droite), appelée nombre dérivé a gauche (resp. a droite).

(ii) On dit que f est dérivable en a lorsqu’elle est dérivable & gauche et a droite en a et que
les nombres dérivés & gauche et & droite sont égaux. Dans ce cas, leur valeur commune est
appelée nombre dérivé de f en a et noté f'(a).

(iii) f est dérivable sur I lorsqu’elle est dérivable en tout point a € I. On peut alors définir
sur I la fonction f’': z — f'(z) appelée fonction dérivée de f.

\\ ~/

Remarque. Autrement dit, f est dérivable en a si et seulement si son taux d’accroissement admet une
limite finie lorsque = tend vers a et on a

Fa) -t L) (@)

T—a T —a

—(Définition B4.23 } \

Etant donnés f une fonction dérivable en a, € sa courbe représentative et A le point de €
d’abscisse a, on définit la tangente en A & € comme la droite 7, d’équation

y=f(a)(z —a)+ f(a).

\\ ~/

Remarque. Cette droite est (en un sens topologique qu’on ne précisera pas dans le cadre de ce cours) la
limite quand x tend vers a des droites sécantes & ¥ en A et un point M d’abscisse x.
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({Proposition B4.24 (Développement limité a ’ordre 1)} N

soit f: I — R et a € I. Alors on a équivalence entre :
(i) f est dérivable en a.

(ii) Il existe o € R et une fonction € tels que :

e(x) — 0 et f(z)=f(a)+alx —a)+ (z — a)e(x). (B4.1)

T—a

. /

Remarque. L’équation de la condition (B4.1) peut s’écrire

fla+h) = f(a) + f'(a)h + he(h) avec e(h) — 0.

h—0

Proposition B4.25 }

Si f est dérivable en a, alors f est continue en a.

Remarque. On peut écrire la méme propriété a gauche et a droite.

/—[Proposition B4.26 (Calcul de dérivées)} N

soit f et g dérivables en a et A\, u € R. Alors
(i) Af + pg est dérivable en a et (A\f + pg)'(a) = \f'(a) + ug'(a);
(ii) fg est dérivable en a et (f9)'(a) = f'(a)g(a) + F(a)g/ (@)

' d)

" g(a)?’

(iv) si g(a) # 0, % est dérivable en a et (f> = f’(a)g(ag)](;)f(a)g’(a) ;

g
(v) si g est dérivable en b = f(a), go f est dérivable en a et (go f) (a) = f'(a)d' (f(a));

(vi) si f est strictement monotone sur I et & valeurs dans J, on peut définir sur J sa fonction ré-
1 1
o 1 =il ) —1y/
ciproque f~ . Dans ce cas, f~~ est dérivable en b = f(a) et (f b) = = — .
@) et V0= 760 = 7o)

1
(iii) si g(a) # 0, % est dérivable en a et <> =
g

Théoréme B4.27 |

soit f: I — R dérivable en a qui n’est pas une borne de I. Si f présente un extremum local en a,
alors f’(a) = 0.
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2.2

—(Définition B4.28 } |

Dérivées successives

Soit f : I — R. On note f(© = 7.

(i) Soit k € N*, supposons %=1 definie. On dit que f est k fois dérivable sur I lorsque f(
est dérivable. On note alors f*) = (f(kfl))’, appelée dérivée k-iéme de f.

k—1)

(i) f est infiniment dérivable lorsqu’elle est k fois dérivable pour tout k € N*.
(iii) Si f est k fois dérivable et que f*) est continue sur I, on dit que f est de classe C* sur I.

(iv) On dit que f est de classe C* sur I lorsqu’elle est de classe C* pour tout k € N*.

\

Remarques.

On peut adapter ces définitions pour parler d’une fonction & fois (ou infiniment) dérivable en a € I.

Cependant, pour parler d’une fonction k fois dérivable en un seul point, I’existence de f (t=1) sur I tout
entier est nécessaire.

On écrit le plus souvent f’ et f” au lieu de f(l) et f(Q).

Notations. On note C¥(I,R) (resp. C*°(I,R) I’ensemble des fonctions de classe C* (resp. C*°) sur I. Lors-
qu’aucune confusion n’est possible, on peut écrire simplement C¥(I) et C>(I).

-

ﬁ[Proposition B4.29 } N

soit f,g € Ck(I) et A\, € R. Alors Af + ug est de classe C¥ et on a

(AF + pg) ™ = Af® + pug®.

= Théoréme B4.30 (Leibniz) | |

Etant donné n € N, soit f, g € C"(I) (resp. C>®(I)). Alors fg est de classe C" (resp. C*°) et on a

n

()™ =3 (Z) ) (=)

k=0

\

’

Remarque. Meéme si on ne peut donner ici aucune formule générale pour les dérivées, on peut montrer
que linverse d’une fonction C* et la composée de deux fonctions C* (moyennant les hypothéses usuelles) sont
également de classe CF.

2.3

Etude globale des fonctions dérivables

Dans tout ce paragraphe, on donne a < b.
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/:[Théoréme B4.31 (Rolle)]{ N

Soit f : [a,b] = R. Si
> f est continue sur [a, b],
> f est dérivable sur a, b],
> fla) = £(b),
alors il existe ¢ €]a, b[ tel que f'(c) = 0.

Les conséquences de ce théoréme sont multiples. Parmi les plus connues et utiles, les deux résultats
suivants.

ﬁ[Proposition B4.32 } N

(i) Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[. Etant donné n € N*,
on suppose que f admet (au moins) n + 1 zéros sur [a, b]. Alors f’ admet (au moins) n zéros
sur ]a, bl.

(ii) Soit f € C"([a,b]. On suppose que f admet (au moins) n + 1 zéros sur [a,b]. Alors il existe
¢ € [a,b] tel que f™(c) = 0.

(:[Théoréme B4.33 (Accroissements ﬁnis)} \

Soit f : [a,b] — R. Si
> f est continue sur [a, b],
> f est dérivable sur ]a, ],
alors il existe ¢ €]a, b] tel que f(b) — f(a) = f'(c)(b — a).

/—[Proposition B4.34 (Inégalité des accroissements ﬁnis)j N

Soit f : [a,b] — R. Si

> f est continue sur [a, b],

> f est dérivable sur ]a, ],

> Im, M € R, Vz €]a,b[, m < f'(x )
alors m(b—a) < f(b) — f(a) < M(b—
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—~ Corollaire B4.35 o

Soit f : [a,b] = R. Si

> f est continue sur [a, b],

> f est dérivable sur a, b],

> Jk € R tel que Vz €]a, b[, |f'(x)| <k,
alors | f(b) — f(a)| < k|b — al.

=

= Théoréme B4.36 (Limite de la dérivée) |

Soit f: I —Ret£eR. Si
> f est continue sur I,
> f est dérivable sur I\ {a},
> f’ admet pour limite £ en a,

alors
f(z) = f(a)

T —a T—a

> f(a).

En particulier, si £ € R, alors f est dérivable en a et f'(a) = /.

3 Cas des fonctions complexes

/:(Déﬁnition B4.37 )

Soit f: I —+CetacletlcC.Onditque ftend vers ¢ quand z tend vers a lorsque

|f(z) — ¢ — 0.

Tr—a

\>

ﬁ[Proposition B4.38 }

Avec les notations précédentes, les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) f(z) — ¢
T—a

(i) Re(f(x)) — Re(¢) et Tm(f(z)) — Im(0).

r—a

-

Remarque. Les définition de la continuité en un point zg € I et sur I sont inchangées et on a
f est continue en xg < Re f et Im f sont continues en z.

Puis tout le paragraphe sur la dérivabilité peut étre énoncé avec f: I — K, ot K=R ou C.
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/:[Théoréme B4.39 (Inégalité des accroissements ﬁnis)} N\

Soit f : [a,b] — C. Si

> f est continue sur [a, b],

> f est dérivable sur a, b],

> IM € R, Vz €a,b], |f'(z)| < M,
alors |f(b) — f(a)| < M|b— al.

Méthodes

Prolongement d’une fonction par continuité.

Etude et interprétation de la dérivabilité

> par taux d’accroissement,
> via le développement limité a 'ordre 1

Calcul des dérivées successives d’une fonction

> par récurrence,

> par la formule de Leibniz.

Obtenir I'existence d’une solution & une équation

> par théoréme des valeurs intermédiaires,

> via une dérivée par théoréme de Rolle ou des accroissements
finis.

e Obtenir une inégalité par 'TAF.
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CHAPITRE Bb5

CONVEXITE

(i)
- { Objectifs | N
N )

o Inégalité de convexité.
e Interprétation géométrique de la convexité.
e Caractérisation de la convexité suivant la régularité de la fonc-
tion.
o 2/

1 Généralités

~Définition B5.1 )

Soit I un intervalle de R. On dit que f : I — R est convexe sur [ lorsque
Ve,y € I,LYA€[0,1], f(1 =Nz +Ay) < (1 =N f(z)+ M\f(y).
A D'inverse, on dit que f est concave lorsque

Vo,y € LYA€[0,1], f(1 =Nz +Ay) = (1= A)f(2) + Af(y).

{Proposition B5.2 }

Avec les notations ci-dessus :
e f est convexe et concave si et seulement si Cy est une droite affine.

e f est concave si et seulement si —f est convexe.
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({Proposition B5.3 (Inégalité de Jensen)} N

Soit m > 2 un nombre entier. Si f : I — R est convexe, alors pour tous zi,...,x, € I et
ALy ooy Ap €[0,1] tels que Ay + ...+ A, =1, 0on a

f (Z Aﬂi) <) Xif ().
i=1 i—1

2 Caractérisations

/—[Proposition B5.4 (Croissance des pentes)} N

Soit f : I — R. Pour tout a € I \ {0}, on définit la fonction pente

f@) = fla)

r—a

Tg @ T

(i) f est convexe si et seulement si pour tout a € I, 7, est croissante sur I \ {a}.

ii) Si f est convexe, alors pour tous a,b,c € I tels que a < b < ¢
) P q )

f0) ~ fla) _ f(©) = f(@) _ f() = FD)

X ~
b—a c—a c—b

/:(Théoréme B5.5 j N\

Soit f : I — R une fonction dérivable. Alors les propositions suivantes sont équivalentes.
(i) f est convexe.
(ii) f’ est croissante sur I.

(iii) Cy est au-dessus de ses tangentes.

/:(Théoréme B5.6 j N\

Soit f : I — R une fonction de classe C2. Alors

o f est convexe sur I si et seulement si Vx € I, f”(x) )

>0
o f est concave sur I si et seulement si Vo € I, f(z) <0
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/:[Déﬁnition B5.7 (point d’inﬂexion)} N

Soit I un intervalle ouvert de Ret f : I — R. Soit a € I. On dit que Cy admet un point d’inflexion
en xg lorsqu’il existe n > 0 tel que f ait des convexités contraires sur les deux intervalles Ja —n, a[
et Ja,a + n|.

\ o’

Remarque. En particulier, un tel point est nécessairement un point intérieur de I.
~ Théoréme B5.8 } N

Avec les mémes notations, on suppose que f : I — R est de classe C? et que f” s’annule et change
de signe en a alors C; admet un point d’inflexion en a.

\ o’

/:(Théoréme B5.9 ] N\

Soit I un intervalle ouvert et a un point intérieur de I. On suppose que f : I — R est de classe
c!. Alors

e Si f est convexe sur I : f'(a) = 0 si et seulement si f admet un minimum global en .

e Si f est concave sur I : f'(a) = 0 si et seulement si f admet un maximum global en a.

Meéthodes

e Etablir la convexité d’une fonction.
e Utiliser les inégalités de convexité.

e Utiliser la comparaison de ¢ avec ses tangentes ou ses cordes.
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CHAPITRE B6

COMPARAISONS LOCALES

(1 e )
{ Objectifs |
- J

e Notions d’équivalence, de domination et de négligeabilité.

e Lien avec le comportement asymptotique.

1 Les trois relations

/:(Déﬁnition B6.1 ) )

Soient (uy) et (v,) deux suites réelles, (vy)
ne s’annulant pas apcr.

(i) On dit que (uy) est négligeable de-
vant (v,) lorsque I 4 0eton
n—-+00

n
note u, = o(vy).

(ii) On dit que (uy) et (vy,) sont équiva-
lentes lorsque tn ——— 1 et on note

Un n—-+oo
Up ~ Up.

On dit que (uy,) est dominée par (v;,)

Unp, -
lorsque | — | est majorée et on note
Un,

U = O(vy).

Notations. La notation ~ est incompléte. On
devrait plutét écrire u, ~  wv,, et de méme
n—-+oo

Up = n_>0+oo(vn) et u, = n—>Qs—oo(Un)'

97

~Définition B6.2 ) N

Soient f et g deux fonctions réelles définies
sur D et a € D. En a,

(i) on dit que f est négligeable devant

/(@) —— 0 et on note f =

g lorsque
g(z) z—a

o(g)-
(ii) on dit que f et g sont équivalentes

/(@) —— 1 et on note f ~ g.
g(z) z—a

lorsque

(iii) On dit que f est dominée par g
f

lorsque < est majorée et on note f =

O(g)-

Notations. La notation ~ est incompléte. On
devrait plutot écrire f(xz) ~ g¢(x). On note de
r—a

o (g(a)) et [(x) = O (g(x).

méme f(x) = o
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Exemples. Exemples.
= 2 = 1 1
en nﬁ0+oo(n ), Vn n%0+oo(n)’ e Fntoo:z= o (a:Q), —= 0 <>,
T—+00 x T—00 \ T
1 1 1 1 3 9 9
o — = (0] — - = o - . . — =
n2 n—+oo \ N ’ n n—-4o00 \/ﬁ e En 0:x xgo(w )’ Z xgo(x)
en+28 ~ n,n®+28n+496 ~ n’ e 2 +28 ~ 1z, 2%4+282+496 ~ 2P
n——+oo n—+o0o T——+00 T——+00
Théoréme B6.3 } N Théoréme B6.4 ) N
Soient (uy) et (vy,) deux suites réelles. Alors Soit f et g deux fonctions réelles. Alors
Up, ~ Up & Up — Vp, = 0(Vy). f~ge f—g=o(g).
\> =/ \> 2/
Dém. B6.4
f—g:o(g)@)@—>O<:>i—1—>0<:>i—>1<:>f~g.
g g g
1
Exemple. 2>+ ~ 22 car z = o(z?). Voir aussi que 22 + z = 22 <1 + )
Tr—+00 €T
—_———
—1
La relation ~ est une relation d’équivalence, c¢’est-a-dire :
ﬁ[Proposition B6.6 } ~
La relation ~ est
Proposition B6.5 } réflexive : f ~ f;
La relation ~ est une relation d’équivalence SIS 3 N S g3
sur K".
L f~g
transitive : = f~h
g~nh
& )
Remarques. Remarques.
e Dire u, = o(1) revient a dire u,, —— 0. e Dire f = o(1) revient a dire f — 0.
n——+00 T—a
e Si ¢ +#0, u, ~ ¥ revient a dire u, — £. e Sil#0, f~{revient a dire f(z) — /.
n—-+o0 a T—a
Remarques.

e Onaaussi f ~ g < f—g = o(f). Comprendre que f et g sont équivalentes si et seulement si leur
différence est négligeable devant 'une des deux, i.e. leur ordre de grandeur (commun!).

e On peut avoir f ~ ¢ sans que f — g soit « petit » dans ’absolu. Par exemple z? + > z? et leur
T—r+00

différence vaut z, qui tend vers +00 en +oo. Mais on a z = o(x?).

e QQuand on donne un équivalent, inutile de donner plusieurs termes de différents ordres de grandeur. Par

exemple, 22+ +1 ~ 22+ 2 est vral mais inopérant car on a aussi 22 +x+1 ~ z?+ 28z. Le
r—r+00 r—r+00
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seul équivalent immuable et donc le seul intéressant est 22 + 2z +1 ~ 22

2 Utilisation

2
r—r-+00

/—[Proposition B6.7 (Comparaison et limites)}

f—[Proposition B6.8 (Comparaison et limites)j

Etant données deux suites (u,) et (v,) a va-
leurs positives,

Up ~ Up
= U, —— 4
— n—-+o0o
vy —— L ER
n—-+00 )

Etant données deux fonctions f et g a valeurs
positives,

f(i’?)mf;

Up = 0(vn) [ =o0(9)
= Uy — 0; = f——0;
n—-+4oo T—a
vy, —— 0 — 0
n—-+4o00 r—a V,
Up, = 0(vy) f=o(9)
= Up — +00. = g —— +0o0.
n——+o0 T—a
Wy = rGe f—— +
n—4o0o T—a
= J \
3 Calcul

ﬁ[Proposition B6.9 j

Soit u, ~ a, et v, ~ b, définissant quatre
suites réelles. Alors

(1) UnUn ~ anbn;

. < Unp,
si uy, et vy, ne s’annulent pas apcr, — ~
Un,
Qn,
by’
si up, > 0 aper, alors u;, ~ v, pour tout
a € R

99

h[P]roposition B6.10 }

Soit @ € Ret f ~ uet g~ v définissant
a a

quatre fonctions réelles. Alors

) fg -~ uv;
(ii) si g et v ne sannulent pas, alors f ~
a
U g
v ?
(iii) si f > 0, alors f¢ ~ u® pour tout « €
a
R.
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Dém. B6.10
(i) @Zigdonc:sii—>1et€_>1,a|ors@_>1_
uweo - u v u v uv
w L9 _fv
u/v  gu
(iii) L = (f> = (/%) donc si i — 1, In(f/u) — 0, donc L — 1.
u u » e

100



MPSI 20242025 P. Valéry B6. Comparaisons locales 101

Remarque. & Attention !

e On ne somme pas d’équivalents : soit f(z) = 2? + 2z ~ 22 et g(z) = —2? + 2 ~ —z%. Bien str on ne
+oo +oo

peut absolument pas écrire que f + g ~ 0, c’est pire que faux!
Contre-exemple (légérement) moins stupide :  +1 ~ z + 2 et —z ~ —x mais on n’a pas 1 ~ 2.

e On ne compose pas les équivalents a gauche (en particulier on ne les passe pas au log ou a 'exponen-

tielle). Contre-exemple : z + 1 ST mais et = ee” qui n’est pas équivalent a e*.
Proposition B6.11 | <
ﬁ[ P J ﬁ[Proposition B6.12 } N
Soit (uy ), (vy) et (wy,) troi 1t ta, B € R. ) . .
Acl):)réu ), (vn) et (wn) trols suites et o, 5 Soit f, g et h trois fonctions réelles et o, 5 €
R. Alors
Up = 0 (Wy)
g 00 0 = af+ 89 =o(h),
el 9=o0(h)
o (wn),
 f=o0(9)
. un=o0(vn) (ii) = f=o(h),
(ii) = up = o (wy), g=o(h)
v, = 0 (wp) J
’ iii) Si f =o(h), alors fg = o(hg).
(iii) Si u, = o (wy,), alors upv, = o (wyvy). (i) / (h) 19 (hg)
L ) \ J
Dém. B6.12
N aft+Bg  f g N N ' o Jg f
(i) o —ah—i—ﬁh (i) e (iii) he B

/—[Proposition B6.13 (Suites de référence)} f—[Proposition B6.14 (Croissances comparées)}

Soient x > 1 et a, 5 > 0. Alors Soient a, B,y > 0 avec a < 3. Alors
e Inn)’= o (n%), (i) En 0 :
o n% = ngoo(a:”), |Inz|” =0 (W) et — =o <a:5>
o "= n_omo(n!)v (ii) En 400 : 2% = o(2?), 2% = 0 (e%) et
enl= o (n"). (Inz)” = o (z%).
n—0o0
& J . J
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r:[Théoréme B6.15 (Equivalents usuels)]: (:[Théoréme B6.16 (Equivalents usuels en O)j

Soit (uy,) une suite tendant vers 0. Alors On a les équivalents suivants.
(i) sinuy, g U (i) sinz ot
(ii) tanwu, oo U (ii) tanz JaPta
(iii) shuy, o Un (iii) shz ot
(iv) thu, e Un (iv) tha JaPe
(v) Arctanu, g U (v) Arctanz otz
(vi) In(1 + uy,) ™ un (vi) In(1 + z) ar.s
(vii) (e —1) oo U (vii) e* —1 faPz
(viii) ((1+un)*—1) o, lns (viii) (1+2)* -1 =
2 72
(ix) 1— cosuy, e % (ix) l—cosxx:()?;
\L J) o =/

Remarque. Plus généralement, on peut rete-
nir que pour f une fonction dérivable en 0 avec
f(0) # 0 et (up) qui converge vers 0, on a

Remarque. Plus généralement, si f est déri-
vable en a € D avec f'(a) # 0, alors

(f(un) = £(0))  ~ [ (O)un. (@)= fla) ~ f(a)(x~a).
Dém. B6.16
f(z) = f(a) f(@) = f(a)
O o =y

e Vérifier une relation de comparaison par quotient.
e Déterminer un équivalent

> d’un produit, d’'un quotient,

> d’une somme en gardant une trace du reste,

> avec les équivalents usuels.
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CHAPITRE B7

DEVELOPPEMENTS LIMITES

(1 e )
{ Objectifs |
. - @ J

e Notion de développement limité d’une fonction.

e Description locale de I’allure d’une fonction.

1 Formules de Taylor

(:[Théoréme B7.1 (Formule de Taylor avec reste intégral)}

Soit f : I — R une fonction de classe C"!. Alors pour tous a,z € I,

k) (g & (g p)n
1@=3 00 a4 [(E0 e
k=0 ’ e

n!

\\a

Remarque. Le polynoéme

Th(x) =

k=0
est appelé polyndme de Taylor de f de degré n et la fonction R,, définie par

Ro(@) = | T o ) gy

n!

est appelée reste intégral.

(:[Théoréme B7.2 (Inégalité de Taylor-Lagrange)}

Soit f : I — R une fonction de classe C" 1. Avec les notations ci-dessus et en appelant M, 1 un
majorant de |f("+1)| sur [a,z], on a

|.’L‘ _ a|n+1

|f (@) = Tn(z)] = |Rn(2)] < NCESE

Mn+1
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/:[Théoréme B7.3 (Formule de Taylor—Young)j[ N

Soient f : I — R une fonction de classe C" et a € I. Alors il existe une fonction € : I — R telle
que pour tout x € I, on ait

avec £(x) — 0. Autrement dit,
r—a

_ _\k _
i@ =3 %@ -t + o (@-a)).
k=0
N\ -/
2 Développements limités
2.1 Généralités
~Définition B7.4 ) N
Soient f: I — R et a un point adhérent & 1. On dit que f admet un développement limité en
a a ’ordre n si 'on peut écrire
f(x) = P(z) + (z — a)"e(x)
avec
e P un polynéme tel que deg P < n, appelé partie réguliére ou principale du développe-
ment,
e ¢ : I — R une fonction telle que e(x) —— 0. La fonction  — (x — a)"c(z) est appelée
Tr—a
reste du développement limité de f.
\ )
Remarques.

e On se limite dans toute la suite au cas a = 0. En effet, si a € R* on peut s’y ramener par le changement
de variable r — x — a. Et si a = +o00, il suffit de poser u = —.
x
e Le théoréme de Taylor-Young garantit ’existence d’un DL & l'ordre n dés que la fonction est de classe
CTL
/—[Proposition B7.5 (Unicité)} ~

Soit f : I — R afmettant un DL & lordre n. Alors la partie principale de ce DL est unique.
C’est-a-dire que s’il existe des polynomes P; et P, de degré n tels que

Vz € I, f(z) = Pi(z) + o(2™) = Py(x) + o(z™),

alors P, = Ps.
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r—\'::;C—orollaire B7.6 : o N

e Si f admet un DL & l'ordre n en 0, alors pour tout p < n, f admet un DL & I'ordre p en 0.

e Si f est paire (respectivement impaire) et admet un DL en 0, alors ce DL ne contient que
des puissances paires (resp. impaires).

2.2 Opérations

({Proposition B7.7 (Somme, produit)} N

Soient f et g deux fonctions admettant un DL & ’ordre n en O :

f(x)=P(x)+ o (z") et g(x)=Q(x)+ o (z").

z—0 z—0

Etant donnés «, 8 € R, les fonctions af + B¢ et f x g admettent un DL & l'ordre n en 0 et

(af +Bg)@) = aP(x)+ Q)+ o (a") (B7.1)

(f xg)(x) = S(z)+o(z"), (B7.2)

ou S est égal au produit P x @ privé de tous ses termes de degré (strictement) supérieur a n.

/—[Proposition B7.8 (Composition)} N

Soient f,g: I — R. On suppose que
> f admet un DL a lordre nen 0 : f(z) = P(z)+ o (z"),

z—0
z—0
> g admet un DL a l'ordre nen 0 : g(z) = Q(z) + o 0(37”).
Tr—

Alors g o f admet un DL & 'ordre n en 0 dont la partie principale est constituée des termes de
degré au plus n dans le polynéme @ o P.
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({Proposition B7.9 (Primitive)} N

Soit f: I — R dérivable sur I. On suppose que
> f" admet un DL a lordre nen 0 : f'(z) = P(z) + o (a"),

z—0

> f(x) — L.

Alors f admet un DL & lordre n + 1 en 0 donné par

f(@) =+ Q)+ o (a"),

z—0

avec Q' = P et Q(0) = 0.

. J

Remarque. Pas de résultat général sur la dérivée!
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3 Deéveloppements limités usuels en 0

e Utiliser les formules de Taylor pour

> obtenir des inégalités,
> obtenir un DL.

e Ecrire le DL d’une fonction simple.

x? " D gk
v=1 A O n
¢ o 2 et n! —i—lgo(x ) P k! —i—xgo(x )
3 2n+1 n 2k+1
x x x
i —p— 4. .. 1" n+2y _ _ 1)k 2n+-2
sine =z =gt D gy L% k_o( U TR G
2 2n n 2k
x x x
=1—-"—4 ... (=1 ntly — —1)k 2n+1
cosw g T D L) k_o( TS TR G
3 2n+1 n 2k+1
x T T
she=e+ gt G %) 22 2k + 1)! 5@
z? 2 2n+1 — 2% 41
hx =1+ —+... ntl) = n
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Meéthodes
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CHAPITRE BS

SERIES NUMERIQUES

(e )
- { Objectifs | N
< J
e Problémes de convergence d’une série.
e Séries de référence.
e Techniques de comparaison.
\> 2/

Dans tout le chapitre, K désigne R ou C.

1 Convergence d’une série

~{Définition B8.1 }

Soit (up)nen une suite d’éléments de K. On appelle série de terme général u,, la suite (Sy,)nen
définie pour tout n € N par

n
Sn:u0+u1+...+un:§:uk.
k=0

Le nombre S, est appelé somme partielle d’ordre n de la série.

\>

Notations. On note cette série Z Uy -
neN

/:(Déﬁnition B8.2 )

e On dit que la série Z u, converge si la suite (S, )nen de ses sommes partielles admet une

neN
limite finie S € K. On appelle alors somme de la série ce nombre S.

e Si la suite des sommes partielles diverge, on dit que la série est divergente.

\>

Notation. Dans le cas d’une série convergente, on écrit

+o00 N
U, = lim u, = lim Sy.
Z " N—+oc0 " N—+oc0
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Remarque. Attention & ne pas confondre les notations. Malgré 'immuable présence du signe sigma, E Uy,
neN
+00
désigne la série de terme général u, ; c’est une suite et cela n’a aucun rapport avec sa somme, E Up qui,
n=0
lorsque la série converge, est un nombre fini et avec lequel on ne peut écrire des calculs qu’aprés avoir établi

son existence.
n

Remarque. Soit nq,n9 € N. On note Z uy, la suite Z UL . Deux séries Z Up, €t Z Uy, ONt

nzn k=n nzn nzn
=M1 1 n>n1 =N1 =12

méme nature.

—(Définition B8.3 ) N

Etant donnée E Uy une série qui converge vers S, le nombre

k=0
+00
est appelé reste a 'ordre n de la série Z Up. On écrit R, = Z ui et on a Ry — 0.
& o n——+oo
=n

2 Séries de référence

Théoréme B8.4 (Séries de Riemann)}

1
Soit a € R. Alors Z — converge si et seulement si o > 1.
n

Proposition B8.5

-/

Si uy, ne tend pas vers 0, alors Zun diverge.

Remarque. Bien évidemment la réciproque est fausse.

Définition B8.6 )

Soit (un)nen € RY. Si la suite (up) ne tend pas vers 0, on dit que la série Zun diverge gros-

siérement (ou trivialement).
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Proposition B8.7 (Série télescopique)}

Soit (u,) € RN. Alors (u,) converge si et seulement si Z(Unﬂ — uy,) converge.

Théoréme B8.8 (Séries géométriques)} N
+oo 1
Soit ¢ € R. Alors Zq” converge si et seulement si |g| < 1. Dans ce cas, on a Z gt = ——.
n=0 - = q
\ J
({Proposition B8.9 (Dérivées d’une série géométrique)} N
Soit ¢ € R. Alors Z ng" ! et Z n(n —1)¢" ~2 convergent si et seulement si lg] < 1. Dans ce cas,
n=1 n>2
2
on a ng" " = 5 et n—1)q —_—
Z (1-q)? HZQ T (1-gp
& J

Dans le cas ou il est difficile de calculer la somme partielle, on peut, en présence de séries réelles positives
de terme général décroissant, utiliser nos connaissances sur les intégrales grace au critére de comparaison
suivant.

/—[Proposition B8.10 (Comparaison entre série et intégrale)} N

Soient f : R4 — R continue, positive et décroissante et u, = f(n) pour tout n € N. Alors

Z Uy, CONVErge <= / f admet une limite finie.
neN
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3 Propriétés

/{Proposition B8.11 (Linéarité)} N

Soient Z Uy, Z v, deux séries convergentes et A € R. Alors

° Z A, et Z(un + vp) sont des séries convergentes ;

e et les sommes suivent la propriété de linéarité :

“+oo 400 E e}
Z (Aup + vy) = )\Z Uy, + Zvn.
n=0 n=0 n=0
N Y,

Remarque. En résumé, I'ensemble des séries convergentes (muni de 'addition des suites et de leur multi-
plication par un scalaire) forme un R-espace vectoriel ; et 'application qui a une série convergente associe sa
somme est linéaire.

4 Etude de convergence

4.1 Cas positif

(:[Théoréme B8.12 (Comparaison)} N

Soient (up)n, (vn)n deux suites de nombres réels positifs.

> Sion a u, < v, apcr ou u, = o(vy,) ou u, = O(vy), alors
° Z uy, diverge = Z vy, diverge,
° Z vy, converge = Zun converge.

> Sion au, ~ vy, alors E Uy, et g v, sont de méme nature.
+oo

4.2 Cas général

Définition B8.13 }

Une série E uy, est dite absolument convergente si la série E |un| est convergente

\>

ﬁ[Proposition B8.14 } N

Si Zun est absolument convergente, alors elle est convergente.

112



— . Valéry . Séries numériques
MPSI 2024-2025 P. Val BS8. S q 113

Remarque. Une série convergente mais non absolument convergente est dite semi-convergente. Par

-1 n+1
exemple Z L n’est pas absolument convergente mais elle converge (voir séries alternées ci-aprés) et
n
n=1
on peut méme calculer sa somme : In(2) (conséquence de l'aide de I'inégalité de Taylor-Lagrange).

/—[Proposition B8.15 (Séries a valeurs complexes)} N

Soit (un )neN € CN. Alors Z Uy converge si et seulement si (Z Re un) et (Z Im un) convergent.

Dans ce casg, on a
“+o00 —+00 —+00
E Uy = g Reun—i—ig Im u,,.
n=0 n=0 n=0

& J

/:[Théoréme B8.16 (Critére spécial des séries alternées)} N

Soit u, = (—1)"f(n) avec f: R — R telle que
e f est positive,
e f est décroissante,

o f(n) ——0.

n—+oo
Alors :
° Z Uy, CONVerge ;
“+o0o
e pour tout n € N, Zuk est comprise entre Sy, et Sy41;
k=0

e les restes vérifient pour tout n > 0, |R,| < |upt1].

Méthodes
e Etablir la convergence d’une série
> en reconnaissant une série de référence,
> en la comparant a une série & termes positifs,
> par le calcul.
e Calculer une somme de série
> par télescopage,
> en faisant apparaitre des séries usuelles,
> par passage a la limite.
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CHAPITRE B9

INTEGRATION SUR UN SEGMENT

(1 e )
) { Objectifs | N
- J
e Fonctions lipshitziennes et uniformément continues.
e Principe d’une approximation uniforme.
e Construction de l'intégrale.
o o’

Dans tout le chapitre, K désigne le corps R ou C, I désigne un intervalle et [a, b] un segment de R.

1 Uniforme continuité

Définition B9.1 }

Soit f : I — K une fonction. On dit que f est uniformément continue sur [ lorsque

Ve >0,3a>0,Y(x,y) € I% (|Jz —y| < a=|f(z) — f(y)] <e).

\

/:(Déﬁnition B9.2 )

Soit f : I — K une fonction et K € R,. On dit que f est K-lipschitzienne sur [ lorsque

V(z,y) € I, | f(z) — f(y)| < K|z —y).

On dit que f est lipschitzienne sur [ lorsqu’il existe K € R, telle qu’elle soit K-lipschitzienne.

\>

ﬁ[Proposition B9.3 }

(i) Toute fonction lipschitzienne sur un intervalle y est uniformément continue.

(ii) Toute fonction uniformément continue sur un intervalle y est continue.
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Théoréme B9.4 (Heine)}

Toute fonction continue sur un segment y est uniformément continue.

2 Continuité par morceaux

Définition B9.5 )

On appelle subdivision de [a,b] toute famille (ag,a1,...,a,) de [a,b] telle que a = ag < a1 <
...<ap,=0".

2.1 Fonctions en escalier

/:(Déﬁnition B9.6 ) 3
On dit qu’une fonction f : [a,b] — K est en escalier lorsqu’il existe une subdivision
(ap,ai,...,a,) de [a,b] telle que pour tout k € [0,n — 1], f est constante sur |ag,agsr1[- Une

telle subdivision est alors dite adaptée a f.

\ o’

Notation. L’ensemble des fonctions en escalier sur [a, b] et & valeurs dans K est noté Esc([a, b], K).

ﬁ[Proposition B9.7 } N

Soit f,g € Esc([a,b],K) et A € K.
(i) L’ajout d’un nombre fini de points & une subdivision adaptée a f en fait encore une subdi-
vision adaptée a f.
(ii) Laréunion de deux subdivisions adaptées respectivement a f et g est une subdivision adaptée
afetag.
Les fonctions |f|, Re f, Im f, Af, f + g et fg sont en escalier sur [a, b].

2.2 Fonctions continues par morceaux

/:(Déﬁnition B9.8 ) N

On dit qu'une fonction f : [a,b] — K est continue par morceaux lorsqu’il existe une subdivision
(ao, a1, ...,an) de [a,b] telle que pour tout k € [0,n — 1], fla; ay,,[ €St continue sur Jag, ag41] et
prolongeable par continuité en aj et ax41. Une telle subdivision est alors dite adaptée a f.

\\ ~/

Notation. L’ensemble des fonctions continues par morceaux sur [a, b] et a valeurs dans K est noté CM([a, b], K).
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Proposition B9.9 }

Soit f,g € CM([a,b],K) et X\ € K. Les fonctions |f|, Re f, Im f, \f, f + g et fg sont également
dans CM([a, b], K).

Théoréme et définition B9.10 }

Toute fonction continue par morceaux sur [a, b] est bornée. On appelle norme infinie de f et on
note || flloc = sup{f(z) | = € [a,b]}.

2.3 Approximation uniforme par des fonctions en escalier

ﬁ[Proposition B9.11 } N

Soit f,g € CM(]a,b],K).
(i) Ifllc =0« f=0.
(i) [IlF + glloo < [flloo + [1glloo-

—(Définition B9.12 } \

Soit f,g € CM(][a,b],K).
(i) On appelle distance uniforme le réel || f — gl|co-

(ii) On dit qu’une suite de fonctions (f,)nen € (CM([a,b), K)Y converge uniformément vers
f sur [a,b] lorsque || fr — flloo e 0. On dit alors que f est la limite uniforme de la

fonction f,.

Théoréme B9.13 }

Toute fonction f € CM([a,b],K) est limite uniforme d’une suite de fonctions en escalier sur [a, b].
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3 Construction de l'intégrale

3.1 TFonctions en escalier

/:(Théoréme et définition B9.14 } S\

Soit f € Esc([a,b],K) et 0 = (ap, ..., an) une subdivision adaptée a f. Pour tout ¢ € [0,n — 1],

on note y; la valeur de f sur |a;, a;1+1].
n—1

Alors le nombre Z(ai+1 —a;)y; ne dépend pas de la subdivision o choisie. On I’appelle intégrale
i=0

de f sur [a,b] et on le note / f ou f(t)dt.
[a,b] [a,b]

ﬁ[Proposition B9.15 } N

Soit f,g € Esc([a,b],K) et A\, u € K.

(i) Linéarité:/ )\f—l—ug:)\/ f—I—,u/ g.
[a,b] [a,b] (a,b]

X X b_ o0 -
/Mf < /[a,b]m < (b-a)|f]

(ii) Inégalité triangulaire (améliorée) :

3.2 Fonctions continues par morceaux

/:(Théoréme et définition B9.16 j 3
Soit f € CM([a,b],K). Pour toute suite (¢n)nen de fonctions en escalier qui converge uniformeé-
ment vers f, la suite / ©p converge dans K vers une limite qui ne dépend pas du choix

[a,6] peEN
de la suite (¢y,).
Cette limite s’appelle intégrale de f sur [a,b] et est notée f ou f(t)dte.
[a,b] [a,b]
\ J
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ﬁ[Proposition B9.17 } N

Soit f,g € CM([a,b],K) et A\, u € K.
(i) Linéarité : /
(ii) Inégalité triangulaire :

(iii) Relation de Chasles : V¢ € [a, b], /[ ; = /[a,c]f + /[c, blf.
(iv) Parties réelle et imaginaire : /[ f= /[ Re(f)+i /[ Tm(f).

(v) Si f et g coincident sauf en un nombre fini de valeurs, alors / f= / g
[a,b]

Af +pg=A f+u/ g
[a,b] [a,b]

fea?

[a,b]

< /M 171 < (6= )| lloo-

a/7b}

[a,b]

ﬁ[Proposition B9.18 } N

Soit f,g € CM([a,b],K).
(i) Sif

(ii) Si f<g, alors/ f </ qg.
[a,b] [a,b]

> 0, alors / f=
[a,b]

b b
Notation. PourfECM(I,K)eta,bEI,onnote/ f:/ fsiagbet/ f:—/ fsia>0b.
a la,b a [b,a]

Remarque.

étendue :

Les théorémes d’intégration énoncés précédemment découlent naturellement de cette définition

théoréme fondamental de ’analyse,
théoréme fondamental du calcul intégral,
intégration par parties,

changement de variable,

formule de Taylor avec reste intégral,

inégalité de Taylor-Lagrange (que 'on peut maintenant énoncer avec la notation || - ||co),
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4 Approximation d’intégrales

(:[Théoréme B9.19 (Sommes de Riemann)} N

Soit f € CM(a,b],K).

b—an_l b—a b
Zf(wk—) —— | f@)adt.

n o0 n n—+oo  J.
\, 2/
Remarques.
) b—a— b—a b
e On a de méme Y flatk—) —— [ flyd
n 1 n n—+oo J.

n—-+0o00

n—1 1
1 k
e Si f € CM([0,1],K), alors — g f () _ / f(t)dt. On peut toujours se ramener a ce cas,
n n 0
k=0

quitte a effectuer un changemenz de variable affine.

Méthodes

e Calculer une limite a 'aide d’une somme de Riemann.
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CHAPITRE B10

FAMILLES SOMMABLES

(1 e )
{ Objectifs |
. -  J

e Sommabilité d’une famille.

e Manipulations d'une somme (paquets, Fubini).

1 Familles sommables & valeurs dans R

Notation. On note [0,4+00] = Ry U{+o0}. On y étend les lois + et x et la relation d’ordre <.

Proposition B10.1 }

Soit A C [0,400]. Alors A admet une borne supérieure dans [0, 400]. Si A est majoré, sa borne
supérieure, notée sup A4, coincide avec celle dans R. Sinon, sup A = +oco.

1.1 Sommabilité

Notation. Etant donné un ensemble I, on note P;(I) I'ensemble des parties finies de I.

~{Définition B10.2 }

Soit (u;)icr une famille d’éléments de [0, +o00].
(1) On appelle somme de la famille (u;);er et on note Z u; la borne supérieure (dans [0, +00])

el
de ’ensemble des sommes sur les sous-familles finies. Autrement dit,

Zui :sup{Zui \ JEPf(I)}.

i€l ieJ

(ii) On dit que la famille (u;);c; est sommable lorsque Z u; est finie.
el
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ﬁ[Proposition B10.3 }

(i) Si I est fini, alors la somme de la famille (u;);e; coincide avec la somme finie Z U
i€l
(ii) Sila famille (u;);er est & support fini, alors elle est sommable et sa somme coincide avec la
somme (finie) de ses termes non nuls.

(iii) Siun de ses éléments vaut +oo, alors la famille (u;);c; n'est pas sommable.

ﬁ[Proposition B10.4 j

Soit (un)nen une suite de réels positifs. Alors on a équivalence entre

(i) La famille (uy)n>n, est sommable.

(ii) La série E uy, est convergente.

n=ng

Dans ce cas, la somme de la famille (u,),en est égale a la somme de la série Z Uy -
neN

1.2 Propriétés

/:[Théoréme B10.5 (Comparaison)}

Soit (u;)ier et (v;)ier deux familles & valeurs dans [0, +00] telles que Vi € I, u; < v;. Alors
0 Su<
iel iel
(ii) Si (v;)ier est sommable, alors (u;)icr est sommable.

(iii) Si (u;)ier n’est pas sommable, alors (v;);er n'est pas sommable.

ﬁ[Proposition B10.6 }

Soit (u;)ier une famille a valeurs dans [0, 4+o00] et J C I. Alors
(i) Zuz < Zuz
ieJ i€l
(i) Si (ui)ier est sommable, alors (u;)ics est sommable.

(iii) Si (u;)ies n’est pas sommable, alors (u;);c; n’est pas sommable.
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/:[Théoréme B10.7 (Changement d’indice)]{ N

Soit (u;);er une famille d’éléments de [0, +00] et ¢ : J — I une bijection. Alors
B D w=D u
il jed
(ii) (u;)ier est sommable si et seulement si (uy,(;))jes est sommable.

(iii) Si (u;)ieg n'est pas sommable, alors (u;);c; n’est pas sommable.

ﬁ(Proposition B10.8 } N

Soit (u;)ier et (v;)ier deux familles & valeurs dans [0, +oc] et A €]0, +00].
icl iel icl
(i1) (u; + v;)ser est sommable si et seulement si (u;);er et (v;)ier sont sommables.
(i) Y A=A us.
iel el
(iv) (Au;)ier est sommable si et seulement si (u;)ier est sommable.

1.3 Sommation par paquets et Fubini

/:[Théoréme B10.9 (Sommation par paquets positif)][ N

Soit (u;)icr une famille d’éléments de [0, +o0] et (I;)rex un recouvrement disjoint de I. Alors

Su-YYw

i€l keK i€l
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2

2.1

/:[Théoréme B10.10 (Fubini positif)][

Soit (u; ;) j)erxs une famille d’éléments de [0, +oc]. Alors ZZUH = ZZUW
icl jeJ jeJ iel
Z u; ;. Les assertions suivantes sont équivalentes.
(6,5)€IxJ

(i) (ui,j)(i’j)ejxj est sommable,

(i) (Z u”> est sommable,
JjeJ

i€l

(iii) Zul] est sommable.

jeJ iel

Cas général

Désormais K = R ou C.

Sommabilité

Définition B10.11 }

Soit (u;)ier une famille d’éléments de K. On dit que la famille (u;);e; est sommable lorsque la
famille (|u;|);cr est sommable.

Notation. On note ¢'(I) ensemble des famiilles sommables indexées par I.

ﬁ[Déﬁnition et proposition B10.12 j

Soit (u;);er une famille d’éléments de C. Alors (u;);cs est sommable si et seulement si les familles
(ui)ier et (u; )ier sont sommables. Dans ce cas, on définit la somme de la famille par

Zui :Zujfz:u;

iel i€l el

&

ﬁ[Déﬁnition et proposition B10.13 }

Soit (u;);er une famille d’éléments de C. Alors (u;);cr est sommable si et seulement si les familles
(Re(u;))ier et (Im(u;))ier sont sommables. Dans ce cas, on définit la somme de la famille par

Zui = ZRe(ui) —i—zZIm(uZ)

el el i€l
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ﬁ[Proposition B10.14 }

(i) Si I est fini, alors la somme de la famille (u;);er coincide avec la somme finie Z U
iel
(i) Si la famille (u;);er est & support fini, alors elle est sommable et sa somme coincide avec la
somme (finie) de ses termes non nuls.

&

ﬁ[Proposition B10.15 }

Soit (tn)nen une suite d’éléments de K. Alors on a équivalence entre

(i) La famille (uy)n>n, est sommable.

(ii) La série Z uy, est absolument convergente.

nz=ngo

Dans ce cas, la somme de la famille (uy,)nen est égale a la somme de la série Z Uy -
neN

2.2 Propriétés

{Proposition B10.16 }

Soit (u;)ier une famille a valeurs dans K et J C I. Alors
(1) Si (u;)ier est sommable, alors (u;);cs est sommable.

(i) Si (u;)ies n'est pas sommable, alors (u;);er n’est pas sommable.

.

/:[Théoréme B10.17 (Changement d’indice)}

Soit (u;)ier une famille d’éléments de K et ¢ : J — I une bijection. Alors (u;);er est sommable si
et seulement si (u,(j))jes est sommable. Dans ce cas, on a

Z Ui = Z U (5)-

iel jed

\

/{Proposition B10.18 (Linéarité)}

Soit (ui)ier et (vi)ier deux familles sommables & valeurs dans K et A, u € K. Alors (Au; + pv;)ier

est sommable et Z Au; + po; = A Z Ui + (b Z v;.
il il il
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({Proposition B10.19 (Inégalité triangulaire)}

Soit (u;);er une famille sommable & valeurs dans K. Alors

iel el

2.3 Sommation par paquets et Fubini

/:[Théoréme B10.20 (Sommation par paquets)}

Soit (u;)ier une famille d’éléments de [0, +00] et (Ii)rex un recouvrement disjoint de 1. Si (u;)ier
est sommable, alors

(i) pour tout k € K, (u;)icr, est sommable,

(ii) g U; est sommable,
1€y, keEK
(i) Y=Y u
i€l kEK iy,

\\a

/:[Théoréme B10.21 (Fubini)j[

Soit (i) (i )erx.s une famille sommable & valeurs dans K.

(1) (Z u”> est sommable,
jeJ

i€l

(ii) Zu” est sommable.

i€t bl

(iii) Z Zui’j = Z Zui,j = Z Us 5 -

i€l jeJ jeJ i€l (4,5)EIXJ

\\a

ﬁ[Proposition B10.22 }

Soit (ui)ier et (vj)jes deux familles sommables a valeurs dans K. Alors

(i) la famille (u;v;)(; j)erx.s est sommable,

i) > u,»vj:<zui> >

(4,5)€IxJ iel JjeJ
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/:[Théoréme B10.23 (Produit de Cauchy)][ N
Soit (un)nen et (vn)nen deux familles sommables & valeurs dans K. Soit (py,)nen définie par : pour
tout n € N, p, = Z . Alors la famille (py,),en est sommable et

(Zjﬁezﬁfuwj:zgzo UkVn
+o0 +o0 +oo
Y= (L) (L)
n=0 n=0 n=0
N\ -/

Méthodes

e Vérifier la sommabilité d’une famille.

e Calculer la somme d’une famille sommable.

127



128 B10. Familles sommables

128



CHAPITRE B11

FONCTIONS DE DEUX VARIABLES

(e )
{ Objectifs |
- J

Notion de continuité pour une fonction de deux variables.

Dérivées partielles.

Gradient et son interprétation.

Recherche d’extrema.

1 Topologie d’un espace normé

1.1 Ouverts

Dans ce paragraphe, on énonce des résultats généraux dans un espace normé (E, | - ||), mais dans la
perspective de ce chapitre, on pense E = R?, muni de la norme euclidienne.

~(Définition B11.1 } \

Soit w € E et r > 0. On appelle
(i) boule ouverte de centre w et de rayon r 'ensemble B(w,r) = {z € F| ||z —w|| < r},

(ii) boule fermée de centre w et de rayon 7 'ensemble B(w,r) = {z € E | ||z — w|| < 7},

~ J)
~{Définition B11.2 } |
Soit « € E. On appelle voisinage de x toute partie de F qui contient une boule ouverte de centre

x.
~ J)

Notation. On notera V, 'ensemble des voisinages de x.
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~{Définition B11.3 } |

Soit A C E. On dit que A est un ouvert lorsqu’il est voisinage de chacun de ces points, autrement
dit
Ve e A, Ir >0, B(z,r) C A.

On dit que A est un fermé de E lorsque son complémentaire est un ouvert.

\\ ~/

{Proposition B11.4 } N

(i) 0 et E sont des ouverts de FE.
(ii) Toute réunion d’ouverts est un ouvert.

(iii) Toute intersection finie d’ouverts est un ouvert.

. J

ﬁ[Proposition B11.5 } N

(i) 0 et E sont des fermés de E.
(ii) Toute intersection de fermés est un fermé.

(iii) Toute réunion finie de fermés est un fermé.

1.2 Continuité

—(Définition B11.6 } |

Soit U C E et f:U — R. On dit que f est continue lorsque pour tout zy € U, f(z) —— f(x0),
T—T0

1.e.
Ve >0, 3n >0, Ve e U, (& — zol| <n=|f(x) = f(zo)| < &

2 Dérivation

2.1 Fonctions partielles

Désormais on étudie les fonctions de deux variables, i.e. définies sur R? ou sur une partie de R? et a
valeurs dans R. Dans cette partie, U désigne un ouvert de R? et f : U — R.

~Définition B11.7 } |

On appelle graphe de f la partie de R® définie par

Ty ={(z,y, f(z, ) | (z,y) €U}.
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—{(Définition B11.8 } N
Soit @ = (x4, Ya) € U. Les fonctions partielles de f en a sont les applications
f(‘7ya) 3$’_>f($7ya) et f(xaa‘) :ny(x(My)’
\\ J)
Proposition B11.9 }
Si f est continue en a € U, alors ses fonctions partielles en a sont continues en a.
2.2 Dérivées partielles
~Définition B11.10 } N

Soit @ = (24,Ya) € U. Notons f, = f(-,ya) et fy = f(xq,-) les fonctions partielles de f en a. On
appelle dérivées partielles de f en a les dérivées des fonctions partielles de f en a, notées

0 0
a%,(w'a, Ya) = fo(za) et aj;(wa, Ya) = [ (Ya)-

\ J)
—(Définition B11.11 } N
On dit que f : U — R est de classe C! lorsqu’elle admet des dérivées partielles en tout point de

U et que les fonctions dérivées partielles sont continues sur U/, & savoir
of of of of
= = = t = i
5 | (B o(@y) e 9y (2,9) Dy (z,9)
> 2/

ﬁ[Proposition B11.12 }

Soit f,g € CL(U,R) et \, u € R.
(i) Af + pg est de classe C* sur U.
(ii) f x g est de classe C! sur U.

(iii) Si g ne s’annule pas sur U, alors S est de classe C! sur U.
g
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/:[Théoréme B11.13 (Développement limité a ’ordre 1)]

Soit f € CY(U,R) et a € U. 1l existe € une fonction définie sur un voisinage V de Oz et tendant
vers 0 en Og2 telle que
of of

Vu= (h,k) €V, fla+u) = f(a) + %(a)h + a—y(a)k + ||ulle(w).

2.3 Gradient

~{Définition B11.14 )

Si f possede des dérivées partielles en a = (24, yq), on appelle gradient de f en a le vecteur

Vf(a) = grad f(a) = (gj:m) gfy”@) .

\>

{Proposition B11.15 }

Soit f, g admettant des dérivées partielles en a € U et A\, u € R.
(1) V(Af +pg) = AV S+ uVg,
(ii) V(fg9) =gV + fVy,

1 1
(iii) Si f ne s’annule pas, alors V <f> = —PVf.

(iv) Soit ¢ : R — R dérivable. Alors V(¢ o f) = (¢’ o f) x V.

2.4 Composition

(:[Théoréme B11.16 (Reégle de la chaine)}

Soit f : U — R, I un intervalle véritable et v : I — U. Pour tout ¢t € I, on note

Si f et  sont de classe C* (i.e. f, x et y sont de classe C!, alors ¢ = f oy est de classe C! sur I et

Vo € L) = (00 (0) + 2L 0@ 0.
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~ Théoréme B11.17 } N
Soit U,V deux ouverts de R?, z,y € CL(U,R) telles que Y(u,v) € U, (z(u,v),y(u,v)) € V et
f e CYWV,R). Alors ¢ : (u,v) — f(z(u,v),y(u,v)) est de classe C' sur U et on a, pour tout

(u,v) € U,
OF 0 0 0 0
G 1) = o () 5 00,y 0)) + 5 B (0, 0), (s 0),
OF 0 0 0 0
G 100) = G 0) 2 (ol 0) 1) + G0 G (s 0), (s 0).
\ J
3 Extrema
~Définition B11.18 } |
Soit f:U - Retaecld. Ondit que f aun
(i) minimum local en a lorsque f est minorée par f(a) sur un voisinage de a;
(ii) maximum local en a lorsque f est majorée par f(a) sur un voisinage de a;
(iii) extremum local en a lorsqu’elle a un minimum ou un maximum local en a;
(iv) minimum global en a lorsque f est minorée par f(a);
(v) maximum global en a lorsque f est majorée par f(a);
(vi) extremum global en a lorsqu’elle a un minimum ou un maximum global en a.
> 2/
~{Définition B11.19 ) N
. . . - of of
Soit f:U — R et a €Y. On dit que a est un point critique de f lorsque a—(a) = a—(a) =0.
€z Yy
\ J
ﬁ[Proposition B11.20 } <
Si f a un extremum local en a € U, alors a est un point critique de f.
&

Méthodes

| viethodes |

Etude de la continuité d’une fonction de deux variables.

Dérivation d’une fonction de deux variable.

Utilisation de la régle de la chaine.

Détermination des extrema d’une fonction de deux variables.
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CHAPITRE C1

ENSEMBLES ET APPLICATIONS

(i)
7 i Objectifs | N
N )
e Opérations ensemblistes.
e Notions d’injectivité et de bijectivité.
e Notions d’image directe et d’image réciproque.
e Propriétés des relations binaires.
\o o’

1 Ensembles

Un ensemble peut étre vu comme une collection d’objets, appelés éléments. Un des axiomes de la
théorie des ensemble est ’existence d’un ensemble qui ne contient aucun élément, appelé ensemble vide et

noté (.
Notation. On note x € FE le fait qu'un objet x appartienne & un ensemble F.

~{Définition C1.1 } N

On dit qu'un ensemble F' est inclus dans un ensemble E et on note F' C E lorsque
VreF,x e k.

On dit aussi que F' est une partie ou un sous-ensemble de F.

\>

Remarque. Autrement dit: FF C E < Ve, (r€ F =z € E).
Notation. On note P(FE) 'ensemble des parties d’un ensemble E.

Théoréme C1.2 }

Soit A et B des ensembles. On a

A=B& ACB et BCA.

Remarque. On a plusieurs maniéres de décrire un ensemble : en extension (i.e. par une énumération
compléte de ses éléments) ou en compréhension ({z | P(z)}, ot P(z) est un prédicat).
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—{(Définition C1.3 ) N

Etant données deux parties A et B d’un ensemble E, on définit
(i) laréunionde Aet B: AUB={z € E |z € Aoux € B},
(ii) l'intersectionde Aet B: ANB={z € E|x € Aetx e B},
(iii) la différence de Bet A: B\A={z€ B |z ¢ A} = BN A.
(iv) le complémentaire de A dans £ : A= FE\ A.

On dit que A et B sont disjointes si leur intersection est vide.

2/

>
Notations. On peut aussi noter CgpA = E \ A, surtout s’il est nécessaire de préciser ’ensemble ambiant.
Si 'ensemble E est sous-entendu, on peut aussi rencontrer A° = A.

ﬁ[Proposition Cl4 } N

Etant données 3 parties A, B et C d’un ensemble F, on a

(i) ANB=AUB; (v) AU(BNC)=(AUB)N(AUC);
(il) A=A; . B .
(i) AUB = AN B (vi) AN(BNC)=(ANB)NC;
(iv) AU(BUC)=(AuB)UC, (vii) AN(BUC)=(ANB)U(ANC).

J

&
Remarque. A D’aide de ces opérations, on peut encore définir la différence symétrique : AAB = (A \
B)U (B \ A), qui correspond & un « ou exclusif ».

~{Définition C1.5 } N

Soit E et I deux ensembles. Etant donnée (4;);c; une famille de parties de E, on appelle
(i) réunion des (4;) :
UJAi={zecE|Jiel zec A},
el
(ii) intersection des (A;) :
Ai={zcE|Viel, zcA}.
1€l

\>

ﬁ[Proposition C1.6 } ~

Avec les mémes notations, soit X une partie de £. On a

(i) JAicX e (Viel, 4 C X),

1) (UA,L> NX = U(AlﬂX), el

i€l i€l

i) (ﬂAZ) UX =()(4iuX), (iv) X c(Aie (Viel, X CA).

el el iel
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~{Définition C1.7 } N
Soit E et I deux ensembles. Etant donnée (A;);c; une famille de parties de E, on dit que
(i) (Aj)ier est un recouvrement disjoint de E lorsque
.U&:E
el
e Vijel,i#j=ANA;=0.
(ii) (A;)ier est une partition de E lorsque c’est un recouvrement disjoints tel que, de plus,
Viel, A; # 0.
> 2/
~Définition C1.8 } N
Etant donnés deux ensembles E et F, on définit 'ensemble produit E x F par
ExF={(z,y)|z € E,ye F}.
\ J)
2 Applications
—Définition C1.9 } N

Soient F et F' deux ensembles non vides. Une fonction ou application f de F vers F est une
correspondance qui & tout élément = € E associe un unique élément de F', noté f(z).

Si y = f(x), on dit que y est I'image de = et que x est un antécédent de y par f.

FE s’appelle ensemble de définition ou ensemble de départ de f et F' son ensemble d’arri-
vée.

On définit le graphe de f comme la partie Gy = {(z, f()) |z € E} de E x F.

\>

Notation. L’ensemble des applications de E dans F est noté .# (E, F') ou FE.

Exemples.

e On appelle identité de F l'application idg : £ — F définie par
Ve € E, idg(z) = x.

Son graphe est appelé diagonale de E x E.
e Soit A C E. On appelle fonction indicatrice de A l'application 14 : E — {0, 1} définie par

lsize A

0 sinon

Ve e E, 1a(z) = {
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~{Définition C1.10 } |

Soient E et F' deux ensembles et A C E.

(i) Si f: E — F, on appelle restriction de f a A l'application f|4 : A — F définie pour tout
x € A par fla(z) = f(x).
(ii) Sig: A— F,on dit que f: E — F est un prolongement de g & E si g = f|a.

\\ ~/

—Définition C1.11 } <

Soient f: EF — F et g: F — G. On appelle composée de f et g et on note g o f I"application
z+— g(f(z)) de E dans G.

\> 2/

~{Définition C1.12 } |

Soit f: E — F. On dit que
(i) f est injective si tout élément de F' admet au plus un antécédent ;
(ii) f est surjective si tout élément de F' admet au moins un anétécédent ;

(iii) f est bijective si tout élément de F' adment exactement un antécédent.

\\ ~/

Remarques.

e Une application est bijective si et seulement si elle est injective et surjective.

e On utilise le plus souvent cette caractérisation de l'injectivité :

Vo,y € E, f(z) = f(y) =z =y,

ou parfois sa contraposée.

~ Théoréme et définition C1.13 | N

Soit f : B — F une application bijective. Alors il existe une unique application g : FF — F telle
que
go f=idg et fog=idp.

Cette application est appelée bijection réciproque de f et notée f1.

\\ ~/

Remarque. C’est 'application de F' dans E qui a tout élément y de F' associe son unique antécédent
par f :

V(z,y) €EEX F,y= f(x) & a=f"(y).

140



MPSI 20242025 P. Valéry C1. Ensembles et applications 141

ﬁ[Proposition Cl.14 } N

Soient f: E — Fetg: F — G.
(i) Si f et g sont injectives, alors g o f est injective.
(ii) Si f et g sont surjectives, alors g o f est surjective.
(iii) Si go f est injective, alors f est injective.

)

)
(iv) Si go f est surjective, alors g est surjective.
(v) Si f et g sont bijectives, alors g o f est bijective et (g o f)*1 = ffl o gfl.
)

(vi) Si f est bijective, alors f~1 I'est aussi et (f~!)~! = f.

. J

Remarque. Evident mais pas anodin : par conséquent, la composée de deux bijections est une bijection.
~(Définition C1.15 } |

Soit f: E — F.
(i) Etant donnée A C E, on appelle image directe de A par f

f(A) ={f(z)]z € A}.
(ii) Etant donnée B C F, on appelle image réciproque de B par f

fH(B)={z € E|f(z) € B}.

\> 2/

Remarque. . Si f est bijective, 'image réciproque de B par f coincide avec 'image directe de B par la
bijection réciproque f~'. Mais la notation fﬁl(B) reste valable méme si f n’est pas bijective et dans ce cas,
parler de application f~! n’a bien sir aucun sens.

3 Relations binaires

~(Définition C1.16 } |

Soit F un ensemble. Une relation binaire R sur F est la donnée d'une partie G de £ x E.
Etant donnés x,y € E, on dit que x est en relation avec y (et on note zRy) lorsque (z,%) € G.

\> 2/

—(Définition C1.17 } |

Soit R une relation binaire sur un ensemble E. On dit que R est
(i) réflexive lorsque Vz € E, 2Rz,
(ii) symétrique lorsque Vz,y € E, 2Ry = yRx,

(iii) transitive lorsque Vz,y,z € E, (zRy et yRz) = =Rz,
)

(iv) antisymétrique lorsque Vz,y € E, (zRy et yRx) = x = z.
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—{(Définition C1.18 }

Soit F un ensemble et R une relation binaire sur E.
(i) On dit que R est une relation d’ordre lorsqu’elle est réflexive, transitive et antisymétrique.

(ii) On dit que R est une relation d’ordre total lorsque de plus :
Va,y € E, (xRy ou yRx).

(iii) Dans le cas contraire, on dit que c’est une relation d’ordre partiel

~{Définition C1.19 }

Soit F un ensemble et R une relation binaire sur E.
(i) On dit que R est une relation d’équivalence lorsqu’elle est réflexive, symétrique et tran-
sitive.

(ii) Dans ce cas, pour tout x € F, on définit la classe d’équivalence de z par :

T={y € FE|xRy}.

ﬁ[Proposition C1.20 }

Soit F un ensemble muni d’une relation d’équivalence R. Soit z,y € E.
e Si 2Ry, alors 7.

T =
e Sinon TNy = 0.

Proposition C1.21 }

Soit E un ensemble muni d’une relation d’équivalence R. Alors {Z | € E} forme une partition
de E.
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Méthodes

e Démonstration de relations ensemblistes :
> inclusion d’ensembles,
> étre dans une intersection d’ensembles,

> étre dans une réunion d’ensembles.

Caractérisation de 'appartenance a

> une image directe,
> une image réciproque.

Caractérisation d’une application
> injective,
> surjective.

Vérifier qu'une relation binaire est

> une relation d’ordre,
> une relation d’équivalence.
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CHAPITRE C2

STRUCTURES ALGEBRIQUES

1 Loi de composition interne

1.1 Caractéristiques

~Définition C2.1 } N

Soit E un ensemble. Un loi de composition interne sur E est une application

* F — FE

(z,y) — xxy

\\ ~/

Notations.

e On note x x y plutdt que *(z,y) par imitation des lci usuelles +, x ou o définies sur des ensembles de
nombres ou de fonctions.

e On note (E,*) ensemble F muni de la loi x. Cela forme ce qu’on appelle un magma.

—(Définition C2.2 } N

Avec les mémes notations, on dit que la loi * est
(i) associative lorsque Vx,y,z € E, (zxy)xz =z * (y * 2),

(ii) commutative lorsque Vz,y € E, x xy = y * x.

\> 2/

Remarque. Le cas échéant, on dit que le magma (F,x) est associatif (resp. commutatif).

~{Définition C2.3 } N

Soit F un ensemble muni de deux lois de composition internes x et ®. On dit que % est distributive
par rapport & ® lorsque

rx(y®Rz)=(zxy) @ (x*2z

Vr,y,z € E,
(y@z)*x=(yxz)® (2 %)
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1.2 Elément neutre

Définition C2.4 )

Soit (F,*) un magma et soit e € E. On dit que e est un élément neutre pour * lorsque Va € F,
Txe=exT =1

\

ﬁ[Proposition C2.5 } <

Si un magma (E,*) admet un élément neutre, alors ce dernier est nécessairement unique.

(. /

Remarque. On parle alors de magma unifére.

1.3 Symétrique d’un élément

—(Définition C2.6 } N

Soit F un magma et x € F.

i) Un symétrique a droite de z pour la loi x est un élément 2’ € F vérifiant : z x 2’ = e.
(i) Un symétrique a droite de z pour la loi * est un élément o' € E vérifiant /

ii) Un symétrique a gauche de z pour la loi x est un élément 2’ € F vérifiant : 2’ xx = e.
ii) Un symétrique a gauche de z pour la loi x est un élément 2’ € E vérifiant : 2’
(iii) Un symeétrique de z pour la loi x est un élément 2’ € E vérifiant : xx2’ =2’ xx = e.

On dit que x est symétrisable lorsqu’il admet un symétrique.

\\ ~/

ﬁ[Proposition C2.7 } ~

Soit (F,*) un magma associatif unifére. Si un élément z € E posséde un symétrique a droite y et
un symétrique a gauche z, alors y = z et x posséde un unique symétrique =’ = y = z.

. /

ﬁ[Proposition C2.8 } <

Soit (E,*) un magma associatif unifére et notons e son neutre.
(i) e est le symétrique de e.
(ii) Siun élément € F a pour symétrique ', alors 2’ a pour symétrique .

(iii) Soit x,y € E admettant pour symétriques respectifs 2’ et 3. Alors z x y admet pour symé-
trique 3 * 2.

1.4 Itérés d’un élément

Dans ce paragraphe, (E, ) désigne un magma associatif et unifére dont on note e 1’élément neutre.

146



MPST 2024-2025 P. Valéry C2. Structures algébriques 147
—{(Définition C2.9 ) N
Soit x € E.
(i) On définit par récurrence les itérés de x pour n € mN :
2 =e
VneN, 2" =" %z
(i) Si 2 admet un symétrique 2’, on définit les itérés de x pour n entier négatif par :
l,TL — (x/>—n
> 2/
ﬁ[Proposition C2.10 } <
Soit xz,y € E. Soit n,m € N.
(i) 2" xz™ = """
(i) (z")™ =a™",
(iii) si x et y commutent, alors " et ¥ commutent et (z" xy") = (z xy)".
Si z et/ou y admettent un symeétrique, alors ces identités sont valables pour n et/ou m dans Z.
& J
Notations. Deux notations courantes : la notation multiplicative et la notation additive.
2 Groupes
2.1 Définitions et exemples
~{Définition C2.11 } N
On dit qu'un ensemble G muni d’une loi de composition interne * est un groupe lorsque
* est associative,
G contient un élément neutre pour la loi *,
tout élément de G est symétrisable.
Lorsque de plus la loi * est commutative, on dit que le groupe (G, ) est commutatif (ou abé-
lien).
> 2/
Notation. Dans la suite, on adoptera la notation multiplicative. Notamment le symétrique de x € E sera

noté 2! et appelé inverse de z. On note en toute généralité eg le neutre de G.
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/:(Théoréme et définition C2.12 j N

Soit E un ensemble non vide.

(i) On appelle permutation de E toute application bijective o : E — E et on note Sg
I’ensemble des permutations de E.

(ii) (SE,o) est un groupe appelé groupe symétrique ou groupe des permutations de F,
noté Sg.

Remarque. (Sg,0) nest presque jamais un groupe abélien. Plus précisément, il 'est si et seulement si E
contient au plus 2 éléments.

Notation. Dans le cas ou E' = [1,n], on note S, = S|y -

Proposition C2.13 }

Soit n € N. S}, est un groupe fini contenant n! éléments.

/:[Proposition et définition C2.14 ] N

Soit (G1,%1) et (G2,*2) deux groupes. On munit I'ensemble G X G2 de la loi ® définie par :

V(z1,22), (y1,y2) € G1 X Ga, (z1,22) ® (y1,Y2) = (21 *1 Y1, T2 *2 Y2).

(i) (G1 x G2, ®) est un groupe, appelé groupe produit de G et Gs.

(ii) (G1 X G2,®) est un groupe abélien si et seulement si G et Gy sont abéliens.

Remarque. On peut étendre cette construction au produit cartésien de n groupes, dont le neutre sera le
n-uplet des neutres des n groupes.

2.2 Sous-groupes

~Définition C2.15 } \

Soit (G, *) un groupe et H C G. On dit que H est un sous-groupe de G lorsque
e e €H,
e H est stable par x, i.e. Vo,y € H, xxy € H,
e H est stable par passage au symétrique, i.e. Vo € H, 27! € H.
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/:[Proposition et définition C2.16 ) N\
Soit (G, *) un groupe et H un sous groupe de G.
(i) L’application H x H — H définit une loi de composition interne sur H appelée loi
(@, y) — x*y
induite par x sur H, et souvent encore notée .
(ii) (H,*) est un groupe.
> 2/
Proposition C2.17 }
Toute intersection d’une famille de sous-groupes de (G, *) est un sous-groupe de G
2.3 Morphismes de groupes
—Définition C2.18 } \
Soit (G1,%1) et (G, *2) deux groupes. On appelle
e morphisme de groupes de G; dans G toute application ¢ : G; — G4 vérifiant
Va,y € Gi, gz *1y) = o(x) *2 ¢(y),
e isomorphisme de groupes tout morphisme de groupes bijectif,
e endomorphisme de GG; tout morphisme de G7 dans lui-méme,
e automorphisme de G tout endomorphisme bijectif de G1 dans lui-méme.
On dit que G7 et G sont isomorphes lorsqu’il existe un isomorphisme de G dans Gs.
\ J)

ﬁ[Proposition C2.19 }

Soit (G1,*1) et (G2, *2) deux groupes (dont on note e; et ey les neutres respectifs) et ¢ : G; — Ga
un morphisme de groupes.

(i) w(e1) = ea.
(ii) Vg € G1, e(g7") = olg)".
(iii) Yg € G1,Yn € Z, p(g") = ¢(g)".
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Proposition C2.20 }

(i) La composée de deux morphismes de groupes est un morphisme de groupes.

(ii) La réciproque d’un isomorphisme de groupes est un isomorphisme de groupes.

Théoréme C2.21 }

Soit (G, %) un groupe. L’ensemble des automorphismes de GG, muni de la loi o, est un groupe, noté
(Aut(G),0).

2.4 Noyau, image d’un morphisme

—Définition C2.22 } \

Soit (G1,*1) et (G2, *2) deux groupes (dont on note e; et ey les neutres respectifs) et ¢ : G; — Ga.
On appelle

(i) image de ¢ l'ensemble Im ¢ = ¢(G1) = {¢(9) | g € G1}.
(ii) noyau de ¢ 'ensemble Kerp = o '({e2}) = {g € G1 | p(g9) = e2}.

ﬁ[Proposition C2.23 } N

Avec les notations précédentes,
(i) Im ¢ est un sous-groupe de Gs.

(ii) Ker ¢ est un sous-groupe de Gj.

= Théoréme C2.24 | N

Avec les notations précédentes,
(1) ¢ est surjective si et seulement si Im ¢ = Ga.

(ii) ¢ est injective si et seulement si Ker o = {e; }.

150



MPST 2024-2025 P. Valéry C2. Structures algébriques

151

3 Anneaux et corps

3.1 Structure d’anneau

—{Définition C2.25 }

On dit qu'un ensemble A muni de deux lois de composition interne 4+ et X est un anneau lorsque
(A, +) est un groupe abélien,

la loi x est associative,

la loi X admet un élément neutre,
@ la loi x est distributive par rapport a la loi +.

} (A, +, x) est un magma associatif uniféere

Lorsque de plus la loi X est commutative, on dit que 'anneau (A, +, x) est commutatif.

Notations. Les éléments neutres seront notés respectivement 04 et 14 ou 0 et 1 8’il n’y a pas d’ambiguité

possible. On notera —a le symétrique pour la loi + d’un élément a € A.

ﬁ[Proposition C2.26 }

Soit (A, 4+, xX) un anneau, a,b € A et n € Z.
(i) ax04 =04 Xxa=04,
(ii) (—2) xy=—(z xy) =z x(-y),
(iii) (n-z)xy=n-(zxy)=xx (n-y).

/:[Théoréme C2.27 j

Soit (A, 4+, x) un anneau, n € N et a,b € A tels que a X b =b X a.

(i) Formule du binéme de Newton :
(a+b)" = kzo (Z> o x bk,

(ii) Formule de Bernoulli :

n—1 n—1
a”—b" = (a—10) x <Z a" 17k bk> = (Z a" 7k bk> X (a — ).

k=0
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3.2 Sous-anneaux

~{Définition C2.28 } |

Soit (A, 4+, x) un anneau et B C A. On dit que B est un sous-anneau de A lorsque
e (B,+) est un sous-groupe de A,
e 14€B,
e B est stable par produit, i.e. Vz,y € B, x x y € B.

\\ ~/

Remarque. Vérifier que 04 € B est superflu, c’est une conséquence de 14 € B et de la stabilité par
différence.
Proposition C2.29 }

Soit (A, 4+, X) un anneau et B un sous-anneau de A. Muni des lois induites par + et x, B est
alors un anneau.

3.3 Morphismes d’anneaux

~{Définition C2.30 ) N

Soit (A, +, %) et (4, ®,®) deux anneaux. On appelle morphisme d’anneaux de A dans A’
toute application f: A — A’ vérifiant

o Va,be A, f(a+b) = f(a) ® f(b),
e Va,b € A, f(ax b) = f(a) ® f(b),
o f(1a) =14
Lorsque f est de plus bijective, on dit que f est un isomorphisme d’anneaux.

3.4 Anneau intégre

~Définition C2.31 } \

Soit (A, +, x) un anneau. On dit qu’un élément a € A est inversible lorsqu’il est symétrisable
pour la loi X, i.e. lorsque
dd' €A, axd =d xa=14.

\> 2/

~={Proposition et définition C2.32 ) N

Soit (A,+, x) un anneau. On note U(A) ou A* I'ensemble des inversibles de A. Alors (U(A), x)
est un groupe, appelé groupe des inversibles de A.
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—{(Définition C2.33 }

Soit (A, 4+, x) un anneau commutatif.

(1) Un diviseur de zéro est un élément a € A non nul tel que
HbEA\{OA},aXbZOA.
(ii) A est dit intégre lorsqu’il est non nul et sans diviseur de zéro, i.e.

Va,be A, (axb=04=a=040ub=0y4).

\

ﬁ[Proposition C2.34 }

Soit (A, +, X) un anneau intégre. Soit a,z,y € A tels que a # 04. Alors
axXr=axy=1I=71.

=

~Définition C2.35 )

Soit (A, +, x) un anneau. On dit qu'un élément a € A est nilpotent lorsqu’il existe n € N tel
que a” = 04. Dans ce cas, le plus petit n € N vérifiant a”™ = 04 est appelé indice ou ordre de
nilpotence de a.

\>

— Théoréme C2.36 |

N
Soit (A, +, x) un anneau et a € A. Si a est nilpotent, alors 14 — a est inversible et
=1l
(1g —a) !t = Zak.
k=0
\o =/
3.5 Structure de corps
~{Définition C2.37 } N
On dit qu’un ensemble K muni de deux lois de composition internes + et X est un corps lorsque
(K, +, X) est un anneau commutatif non réduit a {Ox},
tout élément non nul de K est inversible.
\ J
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—{(Définition C2.38 }

Soit (K,+, x) un corps et L C K. On dit que L est un sous-corps de K lorsque
e (L,+, x) est un sous-anneau de K,

e L est stable par passage a linverse, i.e. Vo € L\ {0x}, 271 € L.

\>

ﬁ[Proposition C2.39 }

Soit (K, +, x) un corps et L un sous-corps de K. Muni des lois induites par + et x, L est alors
un corps.
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CHAPITRE C3

ARITHMETIQUE

(1 e )
(7 { Objectifs | N
< J

Diviseurs et multiples.
Division euclidienne.
PGCD, PPCM.

Théorémes d’arithmétique.

Nombres premiers.

1 Outils de I'arithmétique

1.1 Divisibilité

—(Définition C3.1 }

Soit a,b € Z. On dit que a divise b, ou que a est un diviseur de b lorsque
Jdk e Z,b=ak.

On note alors a | b et on dit que b est divisible par a, ou que b est un multiple de a

\

Notation. Soit a € Z. On note aZ = {ak | k € Z} 'ensemble des multiples de a.

ﬁ[Proposition C3.2 }

(i) La relation de divisibilité est une relation réflexive et transitive sur Z.
(ii) Va,b€ Z, (a|bet b|a) < a= +b.

Soit a,b € Z. On dit que a et b sont associés lorsqu’il existe u € Z* tel que a = ub.

-

Notation. On note a ~ b < a = +b.
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ﬁ[Proposition C3.3 }

Soit a,b,c,d € 7Z.

(i) Sia|betalc, alors VA,u € Z, a | (Ab+ pc).
(ii) Sia|bet c|d, alors ac | bd et Vk € Z, a* | b*
(iii) Si ab | acet a # 0, alors b | c.

1.2 Congruences

—{Définition C3.4 }

Soit a,b,n € Z. On dit que a est congru a b modulo n et on note a = b[n] lorsque n divise a —b.
Autrement dit
a=bn]je kel a=b+kn.

\>

Notation. On note aussi a =b mod n ou a =b (mod n).
Remarque. Soit d,n € Z. On a
dln<n=0][n].

ﬁ[Proposition C3.5 }

Soit n € Z. La relation de congruence modulo n est une relation d’équivalence sur Z.

-

{Proposition C3.6 }

Soit a,a’,b,b/,n € Z et soit m € Z* et k € N.
(i) Sia=b[n]etd =V [n],alorsa+a =b+b [n]
(ii) a=0b [n] = ma = mb [n].

(iii) Si a=b [n] et o’ = V' [n], alors aa’ = bV’ [n] et aF = b* [n].

1.3 Division euclidienne

— Théoréme et définition C3.7 }

Soit a € Z et b € N*. Il existe un unique couple (¢,7) € Z? tel que
a=bg+r e 0<r<b-—1

On dit que g est le quotient et r le reste de la division euclidienne de a par b.
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Proposition C3.8 }

Soit a € Z et b € Z*. b divise a si et seulement si le reste de la division euclidienne de a par b est

nul.

2 PGCD, PPCM

2.1

/:[Proposition et définition C3.9 )

Définition

\

S\
Soit a,b € Z. Si a = b = 0, on note conventionnellement a A b = 0. Sinon, ’ensemble des diviseurs
communs & a et b posseéde un plus grand élément (pour la relation d’ordre <), noté a A b.

L’entier a A b est appelé plus grand commun diviseur (PGCD) de a et b.
J

/:[Proposition et définition C3.10 ) N\
Soit a,b € Z. Si a = 0 ou b = 0, on note conventionnellement a V b = 0. Sinon, ’ensemble des
multiples strictement positifs communs & a et b posséde un plus petit élément (pour la relation
d’ordre <), noté a V b.

L’entier a V b est appelé plus petit commun multiple (PPCM) de a et b.
\ J

{Proposition C3.11 }

Soit a,b € Z.

(i) anbeN, (v) avbeN,

(ii) (aAD)|aet (and)]|b, (vi) a| (aVDb)etb]|(aVb),
(iii) aAb=bAa, (vil) aVb="0bV a,

(iv) a A0 = |al, (viii) aV1=|al.

2.2

Euclide, Bézout et Gaufs

Théoréme C3.12 }

Soit a € Z et b € Z*. Soit r le reste de la division euclidienne de a par b. Alors

aANb=1rAb.
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({Proposition C3.13 (Algorithme d’Euclide)} N

Soit a € Z et b € Z*.

On pose 19 = |a|, 1 = |b| puis pour tout n € N tel que r, # 0, r,4+1 le reste de la division
euclidienne de r, 1 par r,.

Il existe un plus petit N € N* tel que ry = 0. Dans ce cas ry_1 = a A b.

. J

(:[Théoréme et définition C3.14 (Relation de Bézout)} N

Soit (a,b) € Z2. 1l existe (u,v) € Z* tels que
au+bv=aAb.

Les entiers u et v sont appelés coeflicients de Bézout de a et b.

\\ ~/

Remarque. On peut étendre I'algorithme d’Fuclide ci-dessus pour déterminer les nombres u et v. Avec les
notations précédentes, posons également, pour tout 1 < n < N, ¢, le quotient dans la division euclidienne

Tn—1 = Tndn + Tni1-
On définit deux familles d’entiers (A, )o<n<n €t (tn)o<n<n PAr (Ao, o) = (1,0), (A1, p1) = (0,1) et
Antl = An—1 — qnA
VO <n< N—1, ¢ = Ant ™ ndn
HUn+1 = Un—1 — Qnlin

On a alors pour tout n € [0,n] : Adpa + ppb =1y,
Comme ry_1 =aAb, (u,v) = (An—1,un—1) est un couple de coefficients de Bézout de a et b.
De plus, comme ry = 0, on a Aya + puyb = 0. Et alors [Aya| = |unb| = a Vv b.

ﬁ[Proposition C3.15 } .

Soit a,b € Z.
(i) eVdeZ,d|aetd|bed]|(anbd).
e Les diviseurs communs & a et b sont les diviseurs de a A b.
e a Ab est le plus grand commun diviseur de a et b au sens de la divisibilité.
(i) eVmeZ,almetb|m<e (aVb)|m.
e Les multiples communs & a et b sont les multiples de a V b.
e a Vb est le plus petit commun multiple de a et b au sens de la divisibilité.

(. /

ﬁ[Proposition C3.16 } N

Soit a,b € Z et k € N.
(i) (ka) A (kb) = k(a AD),
(ii) (ka)V (kb) = k(a Vv b).

158



MPSI 20242025 P. Valéry C3. Arithmétique 159
ﬁ[Proposition C3.17 } ~
Soit a,b € Z et d = a A b. 1l existe a’, V' tels que
a=da,b=db et a’ NV =1.
& J
Définition C3.18 )
Soit a,b € Z. On dit que a et b sont premiers entre eux lorsque a A b= 1.
>
Remarque. La propriété précédente permet de définir la forme irréductible d’un nombre rationnel.
Théoréme C3.19 (Bézout)}
Soit a,b € Z.
aAb=1 & I(u,v) € Z2 au+bv = 1.
o
Hf::;éorollaire 03.26__"’\,\/ N
Soit a, b, c € Z.
(i) StaAb=1et c|b,alorsaAc=1.
(ii) SiaAb=1et aNc=1,alors aA (bc).
(iii) Pour tout k € N, a® A bF = (a A b)*.
Théoréme C3.21 (Gaui&)}
Soit a,b,c € Z. Si a | (bc) et a Ab=1, alors a | c.
o
H\’:\’;(.lorollaire C3.22‘:: o ~
Soit a,b,m,n € Z.
(i) Siam =bm [n] et m An =1, alors a = b [n].
(ii) Sia|n,b|netanb=1,alors (ab) | n.
. J
— Théoreme C3.23 | N
Soit a, b € Z.
(i) StaAb=1, alors a Vb= |ab|.
(ii) (a Ab)(aVb)=|abl.
\ J
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2.3 Cas d’une famille de nombres entiers

ﬁ[Proposition C3.24 } N

A et V sont des lois de composition internes commutatives et associatives sur Z.

Définition C3.25 }

Soit n € N* et aq,...,a, € Z. On appelle plus grand commun diviseur (resp. plus petit
commun multiple) de ay,...,a, le nombre a; A ... Aa, (resp. a1 V...V ay).

\

Remarque. Cette définition ne dépend ni de l'ordre des nombres a; ni de la maniére de parenthéser
I'expression.

n n
Notation. On note /\ a; (resp. \/ a;) avec la convention d’un PGCD nul et d'un PPCM égal a 1 si n = 0.
i=1 i=1
— Théoréme C3.26 | N

Soit n € N* et aq,...,a, € Z.

(i) Soit d € Z. (Vi€ [1,n], d | a;) < d| (/n\al).
i=1

(ii) Soit m € Z. (Vi € [1,n], a; | m) < <\/ ai) | m.

i=1

\ o’

Remarques. Par convention, si tous les a; sont nuls, alors leur PGCD est 0; et si 'un des a; est nul, alors
leur PPCM est 0.

Sinon, & nouveau, les termes « plus grand » et « plus petit » dans PGCD et PPCM valent au sens de la
relation de divisibilité ainsi qu’au sens de la relation d’ordre usuelle, pour les diviseurs et multiples positifs.

~{Définition C3.27 } N
Soit n € N* et aq,...,a, € Z.
n
(i) On dit que ay,...,a, sont premiers entre eux dans leur ensemble lorsque /\ a; = 1.
i=1
(ii) On dit que ay,...,a, sont premiers entre eux deux a deux lorsque

Vi,je[l,n], (i #j=aNaj=1).

\ o’

ﬁ[Proposition C3.28 } N

Des entiers premiers entre eux deux & deux sont premiers entre eux dans leur ensemble.
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/:[Théoréme C3.29 (Bézout)]{ \
Soit n € N* et ay,...,a, € Z.
n n
(i) Jug,...,uy € Z, Zuiai = /\ a;.
i=1 i=1
n n
(11) /\ai =1< Jduy,...,u, € Z, Zuiai =1.
i=1 i=1
N\ -/
= Théoréme C3.30 | N
Soit n € N et aq,...,a, € Z premiers entre eux dans leur ensemble. Alors
n n
\/ a; — HCLZ' 0
i=1 i=1
\ J)

3 Nombres premiers

3.1 Définition

Définition C3.31 }

Un nombre premier est un nombre entier p > 2 dont les seuls diviseurs positifs sont 1 et p.

Notation. On note P I’ensemble des nombres premiers.
ﬁ[Proposition C3.32 }

(i) SoitpePetacZ. OnaplaoupAa=1.
(ii) Deux nombres premiers sont soit égaux soit premiers entre eux.

(iii) Soit p € P et a,b € Z. Sip]| (ab), alors p | a ou p | b.

Théoréme C3.33

Il existe une infinité de nombres premiers.

\

SoitpePet ke [0,p—1]. Onap | <Z>
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/:[Théoréme C3.35 (Petit théoréme de Fermat)}

Soit p € P.
(i) Vn € Z, n* = n [p),
(i) Vn € Z, (nAp=1=nP"t =1 [p]).

3.2 Valuations p-adiques

Proposition et définition C3.36 )

Soit p € Pet n € Z\ {0}. L’ensemble {k: e N | pF divise n} admet un plus grand élément, appelé

valuation p-adique de n et noté v,(n).

Remarque. Par convention, v,(0) = +o00. Par ailleurs v,(n) = 0 si et seulement si p ne divise pas n.

{Proposition C3.37 }

SoitneZ,pcPetkeN.
(i) vp(n) > k< p®|ne3Imez n=pm.
(ii) vy(n) =k " |net Pt tn) e IMmecZ, (n=p"met pAm=1).

.

~ Proposition C3.38 |

Soit p € P et a,b € Z.
(i) Sia|b, alors vy(a) < vy(b),
(i) vp(ab) = vp(a) + vp(b),

(iii) vp(a+b) = min(vy(a),vy(d)), avec égalité si vy(a) = vp(b).

&

— Théoréme C3.39 |

Pour tout n € Z\ {0}, il existe ¢ € Z* = {—1,1} et une famille (ap)pep d’entiers naturels, &
support fini, tels que
n=c¢ H por.

peP

De plus cette décomposition est unique : € est le signe de n et Vp € P, ay, = vp(n).
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Théoréme C3.40

Soit a,b € Z. Alors
a|bs VpeP, vy(a) < uvy(b).

\

ﬁ[Proposition C3.41 } N

Soit n € N* et aq,...,a, € Z.
n
i) vp (/\ ai> =min {vp(a;) | 1 < i< n},
i=1
n
L/

ai> =max {vp(a;) | 1 <i < n}.

"
Méthodes

e Caractériser ’égalité de deux entiers par antisymétrie de la divi-
sibilité.
e Utiliser les congruences modulo un entier.

e Déterminer PGCD, PPCM et coefficients de Bézout de deux en-
tiers.

e Caractériser la coprimalité de deux entiers.

e Décomposer un entier en produit de facteurs premiers.
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CHAPITRE C4

POLYNOMES

Dans toute la suite, K désigne R ou C.

1 Structure

1.1 Anneau des polynémes

~Définition C4.1 }

On appelle polyndéme a coefficients dans K une suite (ay)ren d’éléments de K nulle & partir d’un
certain rang, i.e. telle que
dN e N, Vk > N, a; = 0.

\>

(:(Proposition et définition C4.2 )

Soit P = (ag,...,an,0,...) et Q@ = (bo,...,bn,0,...) deux éléments de K[X] et A € K.
e la suite (Aag)gen est un polynoéme, noté A - P ou AP;
e la suite (ax + bx)gen est un polynéme, noté P + @ et appelé la somme de P et Q;

e la suite (c¢x)ren définie par
k

VEEN, o= aibp_
k=0

est un polynoéme, noté P x @Q = (co,...,Cp,...) et appelé produit de P et Q.

\>

Notations.
e On note 1 le polynoéme (1,0,...).
e On note X le polynome (0,1,0,...).

e On note naturellement X" le produit n fois de X par lui-méme, qui donne

n zéros

e Avec ces notations, P = (ag,...,an,0,...) sera noté
n
P=ay+aX +... +a, X" => a,X" = P(X).
k=0
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ﬁ[Proposition C4.3 }

(K[X], 4+, x) est un anneau commutatif dont le neutre pour + est le polynome nul 0 = (0)xey et
le neutre pour x est polynéome 1 = (1,0,0,...).

-

—(Définition C4.4 }

n
Soit P, @ € K[X] avec P(X) = Z arX*. La composition des polynomes P et Q est le polynéme
k=0

(Po@)(X) =) aQ(X)"
k=0

P o Q) défini par

\>

—(Définition C4.5 }

n

Soit P = Zaka avec a, # 0. Alors on appelle
k=0
(i) degré de P lentier n, noté deg(P). Autrement dit

deg(P) = max{k € N | a;, # 0}.

(ii) terme dominant de P le monéme a, X" et coefficient dominant le coefficient a,, que
l’on notera cq(P),

(iii) polynome constant un polynome de degré 0,

(iv) polynéme normalisé ou unitaire un polynome dont le coefficient dominant vaut 1.

\>

Remarque. Par convention, le degré du polyndéme nul est —oo

Notation. On note K, [X] I’ensemble des polynémes de degré inférieur ou égal a n.

ﬁ[Proposition C4.6 }

Soit P, Q) € K[X] et A € K. Alors

(i) deg(AP) < P

(i) si A # 0, alors deg(AP) = deg(P) et ci(AP) = Acq(P),

deg(P + @) < max(deg P,deg @),

si deg(P) < deg(Q), alors deg(P + Q) = deg(Q) et cq(P + Q) = cqa(P),
deg(P x Q) = deg P + degQ et ci(PQ) = cq4(P) x cq4(Q),

)
)
)
)
)
) si deg(Q) > 1, alors deg(P o Q) = deg(P) deg(Q).
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Proposition C4.7 }

Soit P,@ € K[X]. Alors PQ =0< P =0 ou Q = 0. Autrement dit, K[X] est integre.

Proposition C4.8 }

Soit P € K[X]. P est inversible si et seulement si P est constant non nul.

1.2 Fonctions polynomiales

~{Définition C4.9 } N
n
Etant donné un polynéme P = Zaka € K[X], on appelle fonction polynomiale associée a
k=0
P la fonction
P:K — K
n
T Zakxk.
k=0
> =/
= Proposition et définition C4.10 } N
L’application ev, : K[X] — K est un morphisme d’anneaux, vérifiant égale-

n
P — P(z)= Zakxk
k=0

ment

VP € K[X], VA € K, evy(AP) = Aev,(P)

et appelé morphisme d’évaluation en x.
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/:[Déﬁnition C4.11 (Polynome dérivé)} N

n
Soit P =) apX* € K[X].
k=0
e On définit alors le polyndéme dérivé de P par

n
P =a1 420X +...+na, X" ! = Z kap X+,
k=1

e On définit pour tout k£ € N le k-iéme polyndme dérivé par
> pO) = p
> vk e N, pltD) = [PW}

/

ﬁ[Proposition C4.12 } N

Soit P € K[X] de degré n € N.
(i) sin > 0, alors deg P’ = deg P — 1 et cq(P’) = ncy(P),

(ii) P est constant si et seulement si P’ = 0.

. J

Remarque. Cette propriété sur le degré de P’ ne se généralisera qu’a un corps K de caractéristique nulle.

ﬁ[Proposition C4.13 } N

Soit P, @ € K[X] et «, 5 € K. Alors
(i) (P +5Q) = aP'+5Q’;
(il) (PQ) = P'Q+PQ".

(iii) Soit n € N. On a la formule de Leibniz :

/—[Proposition C4.14 (Formule de Taylor)] ~

Soit n € N et P € K,[X]. Soit a € K. Alors

" pk) (g
P:kzp k!( )(X—a)k.
=0
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2 Arithmétique des polynémes

2.1

Division euclidienne

Définition C4.15 (Divisibilité) }

Soit A, B € K[X]. On dit que A divise B, ou que B est divisible par (ou un diviseur) de A, et
on note A | B ¢l existe @ € K[X] tel que B = A x Q. On dit alors aussi que B est un multiple
de A.

\

-

ﬁ[Proposition C4.16 }

Soit A, B,C,D,U,V € K[X].

(i) Si B#0et A| B, alors deg A < deg B.
(ii) SiA|Bet A|C,alors A | (UB+VC).
) Si A|BetC|D,alors AC | BD.

) Si (AB) | (AC) et A#0, alors B | C.

(ii

(iv

-

ﬁ[Proposition C4.17 }

La relation de divisibilité est réflexive et transitive.

(:[Proposition et définition C4.18 )

Soit A, B € K[X]. Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) A|Bet B|A.
(ii) A| B et deg A = deg B.

(iii) IN e KX, A= AB.

Dans ce cas on dit que A et B sont associés et on note A ~ B.

\

/:[Théoréme et définition C4.19 (Division euclidienne)}

Soit (A, B) € K[X]?, B étant différent du polynéme nul. Alors il existe un unique couple (Q, R) €

K[X]? tel que
e A=BQ+R,
e deg R < deg B.
On dit que @ est le quotient et R le reste de la division euclidienne de A par B.
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Remarque. C’est le degré qui joue ici le role d’indicateur de « stricte décroissance » du processus (variant
de boucle dans l'algorithme d’Euclide notamment). Une telle fonction (valeur absolue sur Z, deg sur K[X])
s’appelle un stathme euclidien. Un anneau disposant d’une division euclidienne s’appelle un anneau
euclidien et on peut y définir toutes les notions arithmétiques déja vues sur Z et rappelées ici dans K[X].

2.2 PGCD, PPCM
Notation. Notons Div(A) I’ensemble des diviseurs d’un polynéme A € K[X] et plus généralement Div(A, ...
{PeK[X]|Vie[l,n], P|A;}.

(i) Pour tout A € K[X], Div(A4,0) = Div(A).
(ii) Si A= BQ + R, avec A, B,Q, R € K[X], alors Div(A4, B) = Div(B, R).

r:[Proposition et définition C4.21 ] N

Soit A, B € K[X].
(i) Il existe D € K[X], Div(A, B) = Div(D). Un tel polynéme est appelé¢ un plus grand
commun diviseur (PGCD) de A et B.
(ii) Tous les PGCD de A et B sont associés.

(iii) Si A# 0 ou B # 0, les PGCD de A et B sont les éléments de Div(A, B) de degré maximal.
Parmi eux, un seul est unitaire, appelé le PGCD de A et B, noté A A B.

(iv) Par convention, si A=B =0, AANB=0.

/:[Proposition et définition C4.22 ] N

Soit A, B € K[X].
(i) Si A # 0 ou B # 0, tout multiple commun a A et B de degré minimal est appelé un plus

petit commun multiple de A et B. Tous les PPCM de A et B sont associés. Parmi eux,
un seul est unitaire, appelé le PPCM de A et B, noté AV B.

(ii) Par convention,si A=B =0, AV B =0.

Remarque. On importe du cas de Z les propriétés sur les PGCD et PPCM, ainsi que I'algorithme d’Euclide
pour déterminer un PGCD. On étend également ces définitions au cas d’un nombre fini de polynoémes.
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ﬁ[Proposition C4.23 }

Soit n € N, Ay, ... 4, € K[X].

(i) VD € K[X], D | (/n\ AZ-) < Vie[l,n], D| A;.
=1

(ii) VM € K[X], (\n/ AZ-) | M & Vie[ln], A; | M.
i=1

2.3 Bézout

Théoréme C4.24

Soit n €N, Ay, ... A, € K[X]. Tl existe Uy, ..., Uy, € K[X] tels que Y AU; = [\ A;.
=1 =1

ﬁ[Proposition C4.25 }

Soit n € N, Ay,... A, € K[X] et B un polynéme unitaire de K[.X].

@) \(BA)=B (/\ A>
=1

i=1

(ii) sin# 0, alors \/(BA;) = B <\/ Ai>.

i=1

Définition C4.26 }

Soit A, B € K[X]. On dit que A et B sont premiers entre eux lorsque A\ B = 1.
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~{Définition C4.27 } |

Soit n € N, Ay,... A, € K[X].

(i) On dit que les Ay, ..., A, sont premiers entre eux dans leur ensemble lorsque
n
A; =1.
i=1
(ii) On dit que les A1, ..., A, sont premiers entre eux deux a deux lorsque

Vi,je[Lin],i#j=ANA; =1

\\ ~/

/:[Théoréme C4.28 (Bézout)} N

(i) Soit A,B € K[X]. ANB =1« 3U,V € K[X] tels que AU + BV = 1.

=1 =1

\\ ~/

ﬁ[Proposition C4.29 } N

Soit A, B,C € K[X].

(i) SSAAB=1et C|B,alors ANC = 1.

(ii) SStAAB=1et ANC =1, alors AN (BC) =1.
(iii) Si AN B =1, alors Vp,q € N, AP A B = 1.

2.4 Gauf

= Théoréme C4.30 (Gauf) | |

Soit A, B,C € K[X]. Alors
(A|BCet ANB=1)=A|C

\ o’

— Théoréme C4.31 | N

Soit A, B € K[X].
(i) SSAANB=1, alors AV B = AB.
(i) (ANB)(AV B) = AB.
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3 Racines d’un polynéme
3.1 Racines
Définition C4.32 )
Soit P € K[X] et o € K. On dit que o est une racine ou un zéro de P si P(a) = 0.
— Théoreme C4.33 | N
(i) Soit P € K[X] et a € K. Alors
« est une racine de P & (X —a)|P.
(ii) Soit P € K[X] et oy, ..., € K deux & deux distincts. Alors
T
ai,...,qp sont racines de P & (H(X - ozi)> | P.
i=1
\ )
H\’:\’;(.lorollaire C4.34‘:_ T
Soit n € N.

(i) Tout polynéme non nul de degré inférieur ou égal a n admet au plus n racines.

racines deux & deux distinctes aq,...,a, € K, alors

(iii) Tout polynoéme de degré n qui admet au moins n + 1 racines est le polynéme nul.

(iv) Soit P,Q € K,[X] et ai,...,ant1 € K deux a deux distincts. Si Vi € [1,n + 1], P(a;) =
Q(a;), alors P = Q.

(i) Soit P € K[X] un polynome de degré n et ¢, son coefficients dominant. Si P admet deux

Remarque.

P+ P. Ce résultat est généralisable avec K un corps quelconque, dés que ce dernier est infini.

173
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3.2 Racines multiples

(:[Déﬁnition C4.35 (Racines multiples)} N

Soit P € K[X]. Soit a € K.

(i) On appelle ordre de multiplicité de « en tant que racine de P entier v, (P) défini par
Vo(P) = max{k € N| (X — )" | P}.

(ii) Une racine d’ordre 1 est une racine simple

(iii) Une racine d’ordre strictement supérieur & 1 est une racine multiple.

Proposition C4.36 }

Soit P € K[X] et a € K. Alors vo(P) > p si et seulement si (X — a)? | Q.

{Proposition C4.37 } N

Soit P € K[X] et o € K. Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) va(P) = p,
(i) (X —a)P |Pet (X —a)PtP,
(iii) il existe @ € K[X] tel que
e P=(X—a)fQ,

e Q0) £0.
. J
(:[Théoréme C4.38 (Caractérisation de la multiplicité d’une racine)} N
Soit P € K[X], p e N* et a € K.
(i) va(P) = p si et seulement si P(a) = P'(a) =...= PP V(a) = 0.
(ii) vo(P) = p si et seulement si P(a) = P'(a) = ... = PP~ (a) = 0 et P?P)(a) #£ 0.
\o =/

Remarque. Cette caractérisation, comme les précédents résultats sur les polyndmes dérivés, ne s’étend
qu’aux corps de caractéristique nulle.
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ﬁ[Proposition C4.39 }

Soit P,Q € K[X] et o € K.
(i) Si ve(P) = 1, alors ve(P') = ve(P) — 1.
i) si P|Q, alors v,(P) < v,(Q),
i) va(PQ) = va(P) + va(Q),
) Vo(P + Q) = min{v,(P), v, (Q)} avec égalité si v, (P) # va(Q).

— Théoréme C4.40 |

Soit P € K[X], a1,...,q, des éléments distinct de K et vq,...v,. € N. Les assertions suivantes
sont équivalentes.

(i) Pour tout ¢ € [[1,7], o; est une racine de multiplicité v; de P.
(i) Il existe @ € K[X] tel que

P(X) = (H(X - ai)”i) Q(X) et Vie[Lr], Q) #0

i=1

~___ Corollaire C4.41

Soit P € K[X] de degré n € N. Alors le nombre de racines de P, comptées avec multiplicités, est
inférieur ou égal a n. Autrement dit, si pour tout i € [1,r], a; est une racine de multiplicité v; de

P, alors
T
E vy <n
i=1

4 Factorisation dans K[X]

~Définition C4.42 )

S\
Soit P € K[X], on note a, son coefficient dominant. On dit que P est scindé sur K s’il existe
des scalaires a € K (pas nécessairement distincts) tels que
n
P=a,(X—a1)...(X—ap) =a H —ag).
J
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Définition C4.43 (irréductibilité) }

Soit P € K[X] un polynoéme non constant. On dit que P est irréductible si

P=AB=AcKouB ek

Proposition C4.44 }

Les polynomes de degré 1 sont irréductibles dans K[X].

/:[Théoréme C4.45 (Décomposition en produit d’irréductibles)}

Soit P un polynéme non nul de K[X]. Alors il existe o € K* et m polynomes P, ..., P, € K[X]
irréductibles et unitaires tels que
m
P=a]]~.
k=1

De plus a et 'ensemble des P, sont uniques.

4.1 Factorisation dans C[X]

(:[Théoréme C4.46 (d’Alembert-Gauﬁ)}

Soit P un polynome non constant de C[X]. Alors P posséde au moins une racine dans C.

\\a

/:[Théoréme C4.47 (d’Alembert—GauI&)}

Dans C[X], les polynémes irréductibles sont les polynémes de degré 1.

—~_ Corollaire C4.48

Tout polynéme P € C[X] est scindé sur C, c’est-a-dire qu’il s’écrit sous la forme
P=ap(X —ai)...(X —ap),

ou les scalaires «y, sont les racines de P comptées avec multiplicités, et a,, son coefficient dominant.
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H:::‘ Corollaire C4.49 ::, B N
Soit P = X" +an_1 X" ' 4...4a1 X +ao un polynéme unitaire et g, . . ., o, ses racines complexes.
Alors

(i) a0 = (~1)" ][ o
k=1

n
(ii) Ap—1 = — Zak,
k=1

Théoréme C4.50 (Factorisation dans (C[X])j

Tout polynome P € C[X] de degré n admet n racines dans C, comptées avec leurs multiplicités.

Théoréme C4.51 }

Soit A, B € C[X]. Alors
A| B & Va e C, vy(A) < vy(B).

ﬁ[Proposition C4.52 } N
Soit n € N*.
nl 2ikm
Xt—1= ] X -w=]]X -
wely k=0
~ J

4.2 Factorisation dans R[X]

Théoréme C4.53 }

Dans R[X], les polynomes irréductibles sont les polynomes de degré 1 et les polynémes de degré
2 dont le discriminant est strictement négatif.
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Théoréme C4.54 (Factorisation dans R[X])\
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CHAPITRE C)H

FRACTIONS RATIONNELLES

(i)
- { Objectifs | N
. - J
e Saisir la construction du corps des fractions rationnelles.
e Savoir calculer la décomposition en éléments simples d'une frac-
tion rationnelle.
o o’
Dans tout le chapitre, K désigne un corps quelconque (en pratique R ou C).
1 Construction
r:(Théoréme et définition C5.1 j N

Il existe un ensemble noté K(X) et une application surjective ¢ : K[X] x (K[X]\ {0}) — K(X)
telle que pour tous couples (A, B), (C, D) € K[X]? avec B # 0 et D # 0,

0(A,B)=¢(C,D) < AD = BC.

Un élément F' = ¢(A, B) € K(X) est appelé fraction rationnelle a coefficients dans K et

noté —.
B

\\ ~/

ﬁ(Déﬁnition et proposition C5.2 } -

Soit (A, B), (C, D) € K[X] x (K[X] \ {0}). Les opérations
A C AD+BC . A C AC

B'D” BD © B*D BD
définissent deux lois de composition internes sur K(X) et font de (K(X),+, x) un corps, ou
0 1
OK(X) = 1 et 1]K(X) = T

Remarque. 1l s’agit notamment de vérifier que ces définitions ne dépendent pas du représentant choisi :
pour F,G € K(X), F + G et F' x G donnent le méme résultat quels que soient les polynémes A, B,C, D
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A C
choisis pour représenter F = — et G = —.
p p B D

Proposition C5.3 }

P
L’application P — = est un morphisme injectif d’anneaux de K[X] dans K(X).

P
Remarque. Cela permet d’identifier tout polynéme P & la fraction rationnelle T faisant de K[X] une

partie, et méme un sous-anneau de K(X).

A
Dans toute la suite, I’écriture B sous-entend que (A, B) € K[X] x (K[X]\ {0}).

ﬁ[Proposition C5.4 }

A
L’opération définit par A - — = 5 est une loi de composition externe sur K(X) qui fait de

(K(X),+, ) un K-espace vectoriel

-

/:[Proposition et définition C5.5 ]

Soit F' € K(X). Il existe un unique couple (4, B) € K[X] x (K[X]\ {0}) tel que AANB=1et B
soit unitaire. La fraction rationnelle B est appelée le représentant irréductible (ou la forme
irréductible) de F.

\>

2/

Remarque. On parle d'un représentant irréductible (ou de fraction irréductible) dés que A A B = 1, mais

seul le fait que B soit scindé garantit 'unicité et justifie 'emploi de article défini.

2  Outils

Proposition et définition C5.6 )

A'B - AB’

[z ne dépend pas du choix de (A, B)

A
Pour tout F' = B € K(X), la fraction rationnelle

et s’appelle dérivée de F, notée F.

\

ﬁ[Proposition C5.7 }

Soit F,G € K(X) et A€ K. On a

i '=F' + @& F\' FG-FG&
&) (- Cf = 5 (iv) si G # Og(x), alors <G> :7GG2 G7

(i) (A-F) = X-F, Y
(iii) (FG) = F'G + FG', (v) VP €K[X], P' = <1> '
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Proposition et définition C5.8 )

-

A
Pour tout F' = 5 € K(X), la quantité deg A—deg B ne dépend pas du choix de (A4, B) et s’appelle
degré de F, que 'on note deg F.
O
ﬁ[Proposition C5.9 } N
Soit F,G € K(X) et A€ K. On a
(i) deg(F + G) < max{deg F,deg G}, (iii) deg(F'G) = degF + degG,
. deg F' si A # 0, F
(ii) deg(A-F) = {—oo si =0, (iv) si G # 0, alors deg <G> =deg F' — deg G.
J
/:[Proposition et définition C5.10 ) N\
A T . Alx) o - :
Pour tout F' = B € K(X) irréductible, la fonction x — m, définie sur K privé des racines de
T
B, ne dépend pas du choix de (A, B) et s’appelle fonction rationnelle associée a F', que 'on
notera encore F'.
> =/
/:[Proposition et définition C5.11 ) N\
: A : :
Soit F' = B € K(X) et a € K. La quantité vo(F) = v4(A) — vo(B) ne dépend pas du choix de
(A, B). On lappelle multiplicité de « en tant que racine de F.
e Siv,(F) >0, on dit que « est une racine de F.
e Siv,(F) <0, on dit que « est un pole de F.
> =/
ﬁ[Proposition C5.12 } <
_ A
Soit F' = B € K(X) avec AN B = 1.
e Les racines de F' sont les racines de A (avec méme multiplicité).
e Les poles de F sont les racines de B (avec méme multiplicité).
J
Proposition et définition C5.13 ) N\
Soit F' € K(X). Il existe un unique couple (E,G) € K[X] xK(X) tel que F = E4+ G et deg G < 0.
Le polynome FE est le quotient de la division euclidienne de A par B est s’appelle partie entiére
de F.
\ J
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3 Décomposition en éléments simples

Définition C5.14 } |

A
On appelle élément simple de K(X) toute fraction rationnelle de la forme B avec B polynome

irréductible unitaire, n € N* et deg A < deg B.

\ J
ﬁ[Proposition C5.15 } ~
. A g
Soit F' = 55 € K(X) avec deg F' < 0 et By A By = 1. Alors il existe A;, Ay € K[X] tels que
1552
A A
F=2l12tVic {1,2}, deg A; < deg B;.
By By
& J
ﬁ[Proposition C5.16 } ~
: A « o
Soit F' = B € K(X) avec degF' < 0 et n € N*. Alors il existe Ay,..., A, € K[X] tels que
n
A
F= Z B—Z et Vk € [1,n], deg A < deg B.
k=1
. J

Remarque. Aprés identification de sa partie entiére, 'application de ces deux propriétés, avec la décom-
position du polynéme B de K[X] en produit d’irréductibles, permet d’établir I'existence et l'unicité de la
décomposition de toute fraction rationnelle en éléments simples.

/:[Théoréme C5.17 (Décomposition en éléments simples sur (C(X))] N
Soit F' € C(X) de partie entiere E et de poles distincts ay, ..., a,, de multiplicités respectives
vi,...,vp. Alors il existe un unique famille (\jx) 1<i<r C C telle que

1<k<y;
T V; )\
F=FE S —
By A
i=1 k=1
\ J
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/:[Théoréme C5.18 (Décomposition en éléments simples sur R(X))] N
Soit F' = 5 € R(X) de partie entiere E. On écrit la décomposition de B en produit d’irréductibles

(avec les notations évidentes) :
T T
B = [[(X - ai [L(X2+ 8;X + ).
i=1 j=1
Alors il existe des uniques familles (a;x) 1<i<r C C, (bji) 1<j<s C C et (¢ji) 1<j<s C C telles que
1<k<y; 1<k<p; 1<k<p;
oy s My
(07} kaX + Cjk
F=E+} ) Fap T2 23 2
o X - g (XX +)
\ )

Vi

a
Remarque. Dans les deux cas, la partie Z S —
— (X — )

. s’appelle partie polaire de F' associée au pole o;.

r:[Théoréme et définition C5.19 (Partie polaire associée 4 un pole Simple)}

\
. A o . A . . .
Soit F' = B € C(X) et a € C un pole simple de F. Si on note 2~ la partie polaire de F associ¢e
a «, alors
(1) A=((X —a)F(X)) |x=a (I'évaluation en a de (X — a)F(X)).
A()
i) A= .
(1) B(a)
En particulier, A € K*. On I'appelle résidu de F en «.

\o =/
/:[Théoréme C5.20 (Décomposition en éléments simples de P’/P)ji N
Soit P € C(X), (aj)1<i<r ses racines et (v;)1<i<r leurs multiplicités respectives. Alors pour tout

/
1 <i<r,lerésidu de B en oy est v;. Autrement dit
Pl - v;
F - Z X — Oy ’
i=1
\o =/
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Méthodes

e Déterminer la partie entiére d’une fraction rationnelle.
e Déterminer la décomposition en éléments simples d’une fraction
rationnelle
> en calculant les résidus,
a l'aide d’évaluations,
par division euclidienne,
par un calcul de limites,

a 'aide de la parité,

YVYVYVYY

a ’aide de la conjugaison complexe.
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CHAPITRE C6

GROUPE SYMETRIQUE

(1 e )
{ Objectifs |
- J

e Décomposition d’une permutation.

e Structure des petits groupes symétriques.

Dans tout le chapitre et sauf mention contraire, E désigne un ensemble et n un entier naturel.

1 Outils fondamentaux

1.1 Groupe symétrique

ﬁ[Déﬁnition et proposition C6.1 j

(i) On appelle permutation de E toute bijection o : E — E.

(ii) L’ensemble des permutations de E, muni de la loi de composition, est un groupe, appelé
groupe des permutations de E.

(iii) Si E est de cardinal fini n, alors son groupe des permutations est de cardinal n!.

-

Notation. On note Sg (ou parfois &) le groupe des permutations de E.

Définition C6.2 )

On appelle groupe symétrique d’ordre n et on note S, le groupe Spi ;) des permutations de
I’ensemble [1,n].

Notation. Une permutation o € S, se note
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1.2 Ordre d’un élément dans un groupe

—(Définition C6.3 }

Soit (G, X) un groupe, e son neutre et g € G.
(i) On dit que g est d’ordre fini lorsqu’il existe n € N* tel que ¢" = e.
(ii) Si g est d’ordre fini, on appelle ordre de g le nombre min{n € N* | g" = e}.

\>

ﬁ[Proposition C6.4 }

Soit (G, X) un groupe, e son neutre et g € G un élément d’ordre d € N*.
(i) Soit n € Z. Alors ¢" = e < d | n.
(ii) Soit m,n € Z. Alors ¢ = ¢" < m =n [d].

-

ﬁ[Déﬁnition et proposition C6.5 }

Soit (G, x) un groupe et X C G. On appelle sous-groupe engendré par X (et ces deux
définitions sont équivalentes)

(i) 'intersection de tous les sous-groupes contenant X,

(i) le plus petit sous-groupe contenant X.

-

ﬁ[Déﬁnition et proposition C6.6 }

Soit (G, x) un groupe et g € G. On appelle sous-groupe engendré par g le sous-groupe de G
engendré par {g}.

(i) Le sous-groupe engendré par g est {¢" | n € Z}.

(ii) Si g est d’ordre d € N, alors le sous-groupe engendré par g est {¢" | n € [0,d — 1]} et est
de cardinal d.

2 Représentations d’une permutation

2.1 Support

~{Définition C6.7 }

Soit 0 € Sg. On appelle support de o ’ensemble des éléments de E qui ne sont pas fixes par o,
i.e.

Supp(o) = {z € E | o(z) # x}.
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ﬁ[Proposition C6.8 } ~

Soit o € Sg. Alors Supp(o) est stable par o.

(. /

ﬁ[Proposition C6.9 } ~

Soit 01, 09 deux permutations de E a supports disjoints.
(1) 01092 = 092071.

(ii) Supp(oi02) = Supp(o1) U Supp(o2).

2.2 Cyecles

~Définition C6.10 } |

Soitp > 2et x1,...,x, € E deux & deux distincts. On note v = <w wp> la permutation

de F définie par

1 T2

Tiprsic=x;avec 1 <1< p—1
T QX1 slT =1

T sinon.

Une telle permutation est appelée p-cycle ou cycle de longueur p.

\ o’

~(Définition C6.11 } \

(i) Un 2-cycle est appelé transposition.

(ii) Un cycle de longueur n = Card(E) est appelé une permutation circulaire.

\\ ~/

ﬁ[Proposition C6.12 } N

Soit p > 2. Un p-cycle est un élément d’ordre p de Sg.

2.3 Décompositions d’une permutation

On suppose dans ce paragraphe que F est fini de cardinal n € N*.
Théoréme C6.13 }

Toute permutation de E peut se décomposer en produit de cycles & supports deux a deux disjoints.
Cette décomposition est unique & ’ordre pres des cycles.
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3

= Théoréme C6.14 | N

(i) Soit p > 2. Tout p-cycle est produit de p — 1 transpositions.

(ii) Toute permutation de E est produit d’au plus n — 1 transpositions.

SE est engendré par les transpositions.

Signature d’une permutation

On se place ici dans le cas ot E = [1,n].

—Définition C6.15 } \

Soit o € S,,.
(i) On dit qu'un couple (4, 7) est une inversion de o lorsque i < j et o(i) > o(j).
(ii) Soit (o) le nombre d’inversions de 0. On appelle signature de o le nombre e(0) = (—1)!(?).

(iii) On dit qu'une permutation o est paire lorsque (o) = +1 et impaire lorsque (o) = —1.

\ o’

Théoréme C6.17 j

L’application ¢ : (Sp,0) — ({—1,1}, X) est un morphisme de groupes.

ﬁ[Proposition C6.18 } .

(i) Soit 7 une transposition. Alors (1) = —1.

(ii) Soit v un p-cycle. Alors e(v) = (—1)P~L.

Théoréme C6.19 |

Le morphisme signature est 'unique morphisme de groupes non trivial de S,, dans ({—1,1}, x).
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Définition C6.20 } |

On appelle groupe alterné le groupe des permutations de signature 1. On note

A, =Kere ={o €S, |e(o) =1}.

\ o’

{Proposition C6.21 } N

nl

Soit n > 2. Alors Card(4,) = E

Méthodes

e Savoir décomposer une permutation en produit de cycles & sup-
ports disjoints.

e Savoir décomposer une permutation en produit de transpositions.
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Quatriéme partie

De algebra lineari
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CHAPITRE D1

SYSTEMES LINEAIRES

(1 e )
{ Objectifs |

e Résoudre un systéme linéaire dans toutes les configurations.
e Appréhender la notion de matrice associée & un systéme.

e Mettre en place un algorithme de réduction d’une matrice et de
résolution du systéme associé.

Dans tout le chapitre, K désigne R ou C.

1 Définitions

~Définition D1.1 }

On appelle systéme d’équations linéaires un systéme du type

anrr + appr2 + ... 4+ apry, = b

aixy + axpry + ... + axr, = b
(S)

ap1T1 + apa®2 + ...+ appTy = by

e Pour tous (4, j) € [1,n] x [1,p], les scalaires a;; sont les coefficients du systéme.

e Les scalaires b; pour i € [1,n] forment le second membre. Lorsque tous les b; sont nuls,
on parle de systéme homogéne

e Les zj pour j € [1,p] sont les inconnues du systéme.
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r:(Déﬁnition D1.2 ) N

Avec les notations ci-dessus, on appelle solution du systéme (S) tout p-uplet (x1,...,z,) telles
que toutes les équations de (S) soient vérifiées.

e Un systéme admettant au moins une solution est dit compatible.

e Un systéme n’admettant aucune solution est dit incompatible.

2 Matrices

—Définition D1.3 } N

Soient n,p € N*. On appelle matrice a n lignes et p colonnes une application

A: [Lin] x[1l,p] — K

(i,7) = aiy

\\ ~/

Remarque. 1l s’agit simplement d’une famille de nombre indexée par deux indices

Notations. Une matrice se note
colonne j

1,1 aip

ligne i ——— ajj

On dit qu’elle est de taille n x p ou (n, p).
Le coefficient en place (i, j) se note a; ; ou [Al; ;.
On note ., ,(K) I'ensemble des matrices a coeflicients dans K.

Notations. Le systéme d’équations défini dans le premier paragraphe peut étre représenté par la matrice
A= [ai,j](i,j)e[17nﬂx[{17p], appelée matrice des coefficients ou matrice du systéme. Le second membre
se note comme la matrice colonne B = [bz‘]z’e[[l,n]]~ On note alors le systéme complet de la maniére suivante,
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appelée matrice augmentée du systéme.

al ... ai; ... aip | b
(S) i1 Qij Qip b;
pl  --. Qpj ... Qpp | by
3 Résolution d’un systéme
ﬁ[Déﬁnition et proposition D1.4 } ~

Etant donnés (i,5) € [1,n] x[1,p], on appelle opération élémentaire sur les lignes d’un systéme
linéaire (ou de sa matrice augmentée) une des opérations suivantes :

e transvection (addition d’une ligne a une autre ligne) : L; < L; + AL; avec A € K,
e dilatation (multiplication d’une ligne par un scalaire) : L; < AL; avec A € K*,

e transposition (échange de deux lignes) : L; <> L;.

/:(Déﬁnition D1.5 ) 3

(i) Deux systémes linéaires sont dites équivalents par lignes lorsqu’on peut passer de l'un a
I'autre par une suite finie d’opérations élémentaires.

(ii) Deux matrices sont dites équivalentes par lignes lorsqu’on peut passer de I'un a Uautre par
une suite finie d’opérations élémentaires.

Proposition D1.6 }

Soit n,p € N*. L’équivalence par lignes est une relation d’équivalence sur ., ,(K).
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/:(Déﬁnition D1.7 ) N

Un systéme ou une matrice est dite échelonnée lorsqu’elle vérifie les deux propriétés suivantes.
(1) Si une ligne est nulle, alors toutes les suivantes le sont aussi.

(ii) A partir de la deuxiéme ligne non nulle, le premier coefficient non nul est situé plus a droite
que celui de la ligne précédente.

Ces coefficients ainsi que le premier de la premiére ligne, sont appelés les pivots du systeéme ou
de la matrice.

\> 2/

= Théoréme D1.8 (Gauf) | |

Toute matrice est équivalente par lignes & une matrice échelonnée.

\\ ~/

Remarque. La démonstration de ce théoréme est constructive et fournit un algorithme pour réaliser cette
opération en pratique, également connu sous le nom d’algorithme de Gauf. Si 'on excepte le cas particulier
ol la premiére colonne est nul, le principe de cet algorithme est le suivant.

e Permuter les lignes de maniére & obtenir un coefficient supérieur gauche (pivot) a1 non nul.

e Pour tout j > 2 on annule le premier coefficient a;; de la ligne L; en effectuant

aj 1
Li+ Lj— -1,
J J

a1
Pour la suite, on ne modifie plus L1 et on réitére ces opérations avec le systéme formé par toutes les autres
lignes (qui a également une colonne de moins). Enfin le processus s’arréte lorsqu’on a obtenu un systéme

échelonné.

YR )
Définition D1.9 }

On appelle rang d’un systéme ou d’une matrice le nombre de pivots d’un systéme ou d’une matrice
échelonnée qui lui est équivalents par lignes.

Remarque. Pour un systéme n X p compatible de rang r, on peut déterminer r inconnues principales,
associées aux pivots, et les p — r autres, les inconnues secondaires. Chaque choix de valeurs fixées pour
ces derniéres détermine une unique solution.

—Définition D1.10 } |

(i) Un systéme p x p de rang p échelonné est appelé triangulaire. Il en est de méme pour sa
matrice.

(ii) Un systéme équivalent a un systéme triangulaire est dit de Cramer.

\> 2/

{Proposition D1.11 } N

Un systéme de Cramer admet une unique solution.
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pivot de Gauf.

détermination du rang.

[N At hrdoc |
Méthodes

e Résolution de systémes linéaires et expression des solutions par

e Réduction d’une matrice & une matrice échelonnée équivalente,
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CHAPITRE D2

CALCUL MATRICIEL

(1 e )
(7 { Objectifs | N
N

Opérations matricielles, cas du produit.

Spécificités de ’anneau des matrices carrées.

Matrices et sous-ensembles remarquables.

Calculs de puissances de matrices.

Question de l'inversibilité.

Dans tout le chapitre, en I'absence de précisions, K désigne un corps et n,p,q des entiers naturels non
nuls.

1 Matrices a coeflicients dans K

1.1 Notations et premiéres opérations

/:(Déﬁnition D2.1 ) N

Soit n,p € N*. On appelle matrice a n lignes et p colonnes une application

A: [Lin] x[l,p] — K

(i,7) = ai;

Notations. On rappelle la notation sous forme de tableau.

199



200 D2. Calcul matriciel

colonne j
ai,1 e a1.p

ligne ¢ —f—— a;;

Gn,1 e Qn.p

On dit qu’elle est de taille n x p ou (n, p).
Le coefficient en place (i,j) se note [A]; ;.

On note ., ,(K) I’ensemble des matrices a coefficients dans K.

—(Définition D2.2 }

(i) Les matrices de ., 1(K) sont appelées matrices colonnes de taille n.
(ii) Les matrices de . ,(K) sont appelées matrices lignes de taille p.

(iii) Les matrices de ., ,(K) sont appelées matrices carrées de taille n. On note alors

Mn(K) = My n(K).

\>

Remarque. On identifie souvent .4, 1(K) et K" (mais on évite de le faire avec les matrices lignes).

~{Définition D2.3 }

On définit sur .4, ,(K) les opérations suivantes :
e l'addition de A = (a;5) et B = (by) :

V(i,j) IS [[1,n]] X [[1,p]], [A + B]i’j = a;; + bij,
e la multiplication de A = (a;;) par A € K :

V(Z,]) S [[1,77,]] X Hl,p]], [)\ . A]iyj = )\aij

/:(Déﬁnition D2.4 )

On appelle matrice nulle de taille n x p la matrice M dont tous les coefficients sont nuls, ¢.e.
telle que V(7,7) € [1,n] x [1, p], [M];; = 0. On la note 0, ,, ou 0, dans le cas d’une matrice carrée
(ot n = p). En 'absence d’ambiguité, on la note simplement 0.
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/:[Déﬁnition D2.5 (Symbole de Kronecker)} N
Etant donnés i,j € N, on appelle symbole de Kronecker le nombre
1sii=j,
0;5 =
w {O sinom.
\, 2/
/:(Déﬁnition D2.6 ) 3
Pour tout (z,7) € [1,n] x [1,p], on définit la matrice élémentaire F;; par
lsik=dietl=j,
V(k7l) S [[1,71]] X [{L]ﬂ]v [Eij]kJ = { .
0 sinon.
Autrement dit,
0 colonne j 0
0 . 0
\, 2/
1.2 Produit matriciel
/:[Déﬁnition D2.7 (Produit matriciel)} N

Etant données A = (a;j) € My 4(K) et B = (bij) € My,(K) deux matrices, on définit le produit
C = AB € M, p(K) par

q
V(Z7j) S [[1777‘]] X [[Lp]]a Cij = Zazkbk]
k=1

\>

ﬁ[Proposition D2.8 }

Le produit de deux matrices élémentaires de ., (K) donne :

Vi?j? kvl € [[]-7”]]7 EZ]EICZ = jkE'Ll
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/:(Déﬁnition D2.9 )

(i) On appelle matrice diagonale toute matrice carrée M telle que
V(i,j) € [Lnl?, (i #j = [M]i; =0).

(ii) On appelle matrice identité de taille n la matrice I,, = (;5)1<i j<n-

dy (0)

Notation. La matrice diagonale est notée diag(dy,...,d,).

(0) dn

ﬁ[Proposition D2.10 }

Lorsqu’il est possible, le produit matriciel
e est distributif a gauche et & droite par rapport & la somme,
e est associatif,
e admet la matrice identité pour élément neutre.

En particulier, (.#,(K), +, X) est un anneau non commutatif dont les neutres sont 0,, pour 1’ad-
dition et I, pour la multiplication.

-

Remarque. Attention le produit matriciel n’est pas commutatif et admet des diviseurs de zéro.
Notation. On note A* le produit de k matrices toutes égales a A.
Remarque. Par convention, A = I,.

ﬁ[Proposition D2.11 }

Soit A, B € #,,(K) telles que AB = BA. Alors pour tout p € N,
() (AB = APBP,

(i) (A+ B = zp: (i) Ak Bk,

k=0

1.3 Transposée

~Définition D2.12 }

Soit A € My, »(K). On définit la transposée de A, notée AT € 4, ,,(K) par

V(Z,]) S [[1,71]] X [[1,]9]], [AT],L"J' = [A}]ﬂ
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ﬁ[Proposition D2.13 } N

La transposition est linéaire, involutive et contravariante.

Définition D2.14 }

(i) On appelle matrice symétrique toute matrice carrée A qui verifie AT = A.

(ii) On appelle matrice antisymétrique toute matrice carrée A qui vérifie AT = —A.

\

Notations. On note .7,(K) et o,(K) respectivement 1’ensemble des matrices symétriques et antisymeé-
triques de taille n.

~Définition D2.15 } \

(i) On appelle matrice triangulaire supérieure toute matrice carrée M telle que
¥(i,5) € [Ln]?, (i > j = [M];; = 0).
(ii) On appelle matrice triangulaire inférieure toute matrice carrée M telle que

Y(i,5) € [1,n]?, (i < j = [M];; =0).

\ J
ﬁ[Proposition D2.16 } ~
Les parties suivantes de ., (K) sont stables par produit : ’ensemble des matrices diagonales, des
matrices triangulaires supérieures, des matrices triangulaires inférieures.
& J
1.4 Trace d’une matrice
—Définition D2.17 } \
Soit A = (a;j) € My (K). On appelle trace de A et on note Tr(A) le scalaire
n
TI"(A) = Z Q5.
i=1
> 2/
ﬁ[Proposition D2.18 } <
(i) La trace est une forme linéaire.
(ii) VA, B € M,(K), Tr(AB) = Tr(BA).
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2 Matrices inversibles

2.1 Groupe linéaire

~Définition D2.19 } \

On dit qu’une matrice A € .#,,(K) est inversible s'il existe B € .#,,(K) telle que
AB =BA=1,.

La matrice B est alors unique, notée A~! et appelée inverse de A.

\ o’

Notations. On appelle groupe linéaire, noté GL,, (K) ’espace des matrices inversibles de taille n.

Proposition D2.20 }

(GL,(K), x) est un groupe non abélien.

ﬁ[Proposition D2.21 } N

Soit A, B € GL,(K). Alors
o A7 ! est inversible et (A7) = A,
e AB est inversible et (AB)™' = B~1A™!
o AT est inversible et (AT)™! = (4717,

(. /

ﬁ[Proposition D2.22 } N

Soit T' € .#,,(K) une matrice triangulaire supérieure (resp. inférieure). Alors
(i) T est inversible si et seulement si VO < i < n, [T];; # 0.

(ii) Dans ce cas T~ ! est une matrice triangulaire supérieure (resp. inférieure) et ses coefficients
diagonaux sont V0 < i < n, [T 1];; = ([T]M)_l.

. J

ﬁ[Proposition D2.23 } N

Soit D diag(dy,...,dy) € #,(K) une matrice diagonale. Alors
(i) D est inversible si et seulement si V0 < i < n, d; # 0.
(ii) Dans ce cas D! = diag(d; ..., d;").

rn
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2.2 Rang et systémes linéaires

Définition D2.24 )

Soit A, B € M, ,(K). On dit que A est équivalente a B lorsqu’il existe P € GL,(K) et Q €
GL,(K) telles que A = PBQ.

Proposition D2.25 }

L’équivalence de matrices est une relation d’équivalence sur M, ,(K).

(:[Proposition et définition D2.26 ) N

La matrice A € 4, (K) est de rang r € [0,r] si et seulement si elle est équivalente a la matrice
Jr définie par

Isii=j<r ‘ I | Oppyr

Vi,j € [[Ln]]7 [JT}Z}]' = { . , de Jp=
0 sinon
Onfr,r Or
N =/
ﬁ[Déﬁnition et proposition D2.27 } <

On appelle opération élémentaire sur les lignes de A € .#), ,(K) une des opérations suivantes :
e multiplication d'une ligne par un scalaire (dilatation),

e addition d’une ligne & une autre ligne (avec un éventuel coefficient multiplicateur : transvec-
tion),

e échange de deux lignes.
Ces opérations correspondent & la multiplication & gauche par une matrice inversible du type :
1. I, + (A —1)E;; (matrice de dilatation),
2. I, + AE;; (matrice de transvection),
So S = 1B — My - 105y - i

Les matrices des trois types ci-dessus sont inversibles.
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~ Théoréme D2.28 } N

Soit A € #,,(K). Les propositions suivantes sont équivalentes.
(i) A est inversible.

(i) rg A =n.

)
)

(iii) A est équivalente par lignes a I,,.

(iv) Le systéme AX = 0 n’admet que la solution nulle.
)

(v) Pour tout B € 4, 1(K), le systéme AX = B admet une unique solution.

Méthodes

e Calcul des puissances d’une matrice
> par récurrence,
> 3 1’aide du bindme de Newton,
> 3 1’aide d’un polyndéme annulateur.
e Test d’inversibilité et calcul d’'inverse
> par calcul du rang,
> en résolvant un systéme,
> par lalgorithme de Gauf-Jordan,
> 3 1’aide d’un polyndéme annulateur.

e Calcul et caractérisation du rang.
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CHAPITRE D3

ESPACES VECTORIELS

(e )
{ Objectifs |
< J

Notions d’espace vectoriel, de sous-espace vectoriel (sev).

Eléments constitutifs d'un sev (vecteurs, famille génératrice).

Relations entre sev (inclusion, supplémentarité).

Notion d’application linéaire.

Eléments caractéristiques d’un morphisme (noyau, image).

Applications linéaires particuliéres.

Dans tout le chapitre, K désigne un corps quelconque, le plus souvent R ou C.

1 Espaces vectoriels

1.1 Définition et premiéres propriétés

/:(Déﬁnition D3.1 )

Soit F un ensemble. Une loi de composition externe sur E est une application « - »

KxFEF — FE

Nzx) = Az
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/:[Déﬁnition D3.2 (Espace vectoriel)} N

Soit E un ensemble muni d’une loi de composition interne notée + et d’'une loi de composition
externe notée -. On dit que E est un espace vectoriel sur K (ou un K-espace vectoriel) lorsque
(i) (E,+) est un groupe commutatif, c’est-a-dire :
(N)> laloi + admet un élément neutre dans F, noté Og,
(A)> la loi + est associative,
(S)> tout u € E admet un symétrique par +, noté —u,
(C)> laloi + est commutative.
(i) laloi - vérifie les propriétés suivantes :
(A)Y> Vue E,VA\peK A (u-u)=(Ap) - u,
(N)> Yue E, 1x - u =u,
(D1)> Vu,ve E,VAEK, A (u+v)=A-u+ Ao,
(D2)> Vue E,VApeK, A+p)-u=A-u+p-u.

\\ ~/

/:(Déﬁnition D3.3 ) )

Etant donné un K-espace-vectoriel E, les éléments de F sont appelés des vecteurs de E ; ’élément
Og est appelé vecteur nul. K est appelé corps de base de E et ses éléments sont appelés des
scalaires.

\> 2/

Notation. Pour tous u,v € E, on note u —v = u + (—v).

Proposition D3.4 }

Soit w € E et X\ € K. Alors

(i) OK-u:OE, (ii) )\-OEZOE, (iii) —Uu = (—1) - Uu.
Dém. D3.4
(i) Ok v = Og-u+0g (N) (ii) A O0p = /\-(OE-‘rOE) (N)
= OK-U+(U+(—U)) (S) = XN-0g+X-0g (Dl)
donc (en ajoutant des deux co6tés le sy-
= (Ox-u+tu)+(-u) (4) métrique de X\ - 0g) : Op = \- Op.

= (Ox-u+1l-u)+(-u) (N)
(i) u+(-1)-u = 1-u+(=1)-u (N)

= (0g+1) - u+(—u) (D2)
= (1+(=1)u (D2)

= l-u+(—u)
e OK . u
— u+(-u) (V)
- 0 ;
5%08 . E . (2)
= Op ( Donc le symétrique de u est bien (—1)-u
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1.2

ﬁ[Proposition D3.5 }

Soit u,v € E et A\, u € K. Alors

i) Ac(u—v)=X-u— A v; (iv) A-u=0g< (A=00uu=_0g);
(i) A—p) - u=Au—p-u; (v) Siu#0g,alors A\-u=p-u< \=pu;
(iii) —(A-u) = (=) -u=X-(—u); (vi) SiA#Oalors \-u=X-v & u=no.

A (u—v)=X-(ut+(=1)-v)=Xut+A-(=1)-v=Xu+(-1)-(Av)=Xu—X\v;
(i) (A= p) = (A () 0= At ()= Ao (1)~ () = Ao — -
)
)

(i) =(A-u) = (=1)-(A-u) = (=A-u) et =(A-u) = (=1)- (A-u) = A-((=1)-u) = A-(—u);
(iv e La prop D3.4 donne le sens
e Réciproquement, supposons A-u = 0g. Si A # 0, alors u = %()\u) = §~OE =0g.

V) Mu=pueru—pu=0A—p-u=0A—pu=0 = pusiu#0g.
(vi) ru=Xve X u—-Av=0pgc A\ (u—v)=0gpsu—v=0gSu=vsi A#0g.

Exemples fondamentaux

Produit d’espaces vectoriels

=

ﬁ[Déﬁnition et proposition D3.6 j

Soit (E1,+,-) et (Eg,+,-) deux K-espaces vectoriels. Alors on peut définir sur E7 x Es la loi de
composition interne

aF 8 (El X E2)2 — FE1 X By
((z1,22), (y1,92)) = (214 y1,72 + y2)
et la loi de composition externe
KX(E1XE2) — Ei X By

(A, (z1,22)) = (A-z1,\ - x2)

qui en font un K-espace vectoriel : I’espace vectoriel produit de E; et Fs.

Remarque. Ceci permet de définir le plan R? ainsi que tous les espaces K",
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Espaces de polynémes

ﬁ[Proposition D3.7 } N

La loi externe

K x K[X] — K[X]
(MP) — AXP

fait de (K[X], +, ) et, pour tout n € N, de (K,[X], +,-) un K-espace vectoriel.

Espaces de fonctions

ﬁ[Déﬁnition et proposition D3.8 } N

Etant donnés un ensemble X et un K-espace vectoriel (E,+,-), on note F(X, F) I’ensemble des
fonctions X — E. On peut définir la somme de fonctions et la multiplication par un scalaire :
étant donneés f,g € F(X,E) et A € K,

f+9g + X = E et Nf : X — FE
z = f(z)+g(z) z — A f(2)

qui font de (F(X, E),+,-) un K-espace vectoriel.

Remarques. Pour tous n,p € N, ), ,(K) est un espace vectoriel (dont le vecteur nul est la matrice nulle).
KN est un espace vectoriel (dont le vecteur nul est la suite nulle).
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1.3 Sous-espaces vectoriels

/:(Déﬁnition D3.9 ) )

(1) Soit (u;)i=1..n une famille finie de vecteurs de E. On appelle combinaison linéaire des
vecteurs u; un vecteur de la forme
n
> i,
i=1

ou \; € Kpourtouti=1...n.

(ii) Soit (u;)ier une famille quelconque de vecteurs de E. On appelle combinaison linéaire des
vecteurs u; un vecteur de la forme
> i u,

el

ol (\;)ier € K est une famille presque nulle (autrement dit : & support fini) de scalaires.

\> 2/

Remarque. Un objectif est souvent de savoir exprimer n’importe quel vecteur comme combinaison linéaire
de certains vecteurs de base, les A; jouant alors le réle de coordonnées ; nous y reviendrons.

~Définition D3.10 ) N

Soit (E,+,-) un K-espace vectoriel et F© C E un sous-ensemble de E. On dit que F est un
sous-K-espace vectoriel de F lorsque

(i) F est non-vide,

(ii) F est stable par combinaison linéaire, c¢’est-a-dire
> Yu,v€ F,ut+veF,
> Yue F, VA eK, A-ueF

\> 2/

Remarques.

e En pratique, pour montrer que F' est non vide, on vérifiera le plus souvent que O € F.

o Les deux conditions de stabilité reviennent & dire que F' est stable par combinaison linéaire, i.e.

Vu,v e FEVYA\pe K A-u4p-vekF.

Proposition D3.11 }

Soit F' un sous-K-espace vectoriel de (E,+,-). Alors les restrictions & F' des lois + et - font de
(F,+,-) un K-espace vectoriel.

Remarque. Le plus souvent, pour montrer qu’un ensemble est un espace vectoriel, on s’attachera a montrer
qu’il est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel connu.
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({Proposition D3.12 (Intersection de sous-espaces)}

Soit E un K-espace vectoriel.

(i) Soit Fy et Fy deux sous-espaces vectoriels de E. Alors F; N Fy est un sous-espace vectoriel
de E.

(ii) Soit I un ensemble quelconque et soit (F;);c; une famille de sous-espaces vectoriels de E.

Alors m F; est un sous-espace vectoriel de F.
el

.

/:[Déﬁnition D3.13 (Sous-espace engendré)}

Soit E un espace vectoriel et A une partie de E. On appelle sous-espace vectoriel engendré
par A et on note Vect A 'intersection de tous les sous-espaces vectoriels de E contenant A :

Vect A = ﬂ H.

H sev de E
ACH

\

~ Théoréme et définition D3.14 }

(i) Soit E un espace vectoriel et A une partie de E. Vect A est le plus petit sous-espace vectoriel
de E contenant A. Autrement dit, F' = Vect A si et seulement si
e [ est un sous-espace vectoriel de F,
e ACF,
e pour tout sous-espace G de F tel que A C G, on a F C G.
(ii) Soit I un ensemble tel que A = {u; | i € I'}. Alors Vect A est ’ensemble des combinaisons
linéaires des vecteurs de A, noté Vect(u;);er. Dans ce cas, on dit que (u;);er est une famille
génératrice de E.

\

/:[Déﬁnition D3.15 (Somme de sous—espaces)}

Soit Fy et F5 deux sous-espaces vectoriels de E. Alors la somme de F; et F5 est 'ensemble

Fi+ F, = {$ e F, 3(.%‘1,%2) eEFI X Fy, x =121 +x2}.

\>

{Proposition D3.16 }

Soit Fy et Fy deux sous-espaces vectoriels de E. Alors
Fi+ Fy = Vect(F1 U FQ).

A fortiori, I\ + F5 est un sous-espace vectoriel de E.
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({Proposition D3.17 (Générateurs et sommes)} N

(i) Soit A et B deux parties d’un espace vectoriel E. Alors Vect A 4+ Vect B = Vect(A U B).

(ii) Soit (ui)i<i<n €t (vj)1<j<m deux familles de vecteurs de E.
On note (wg)i<k<mtn = (U1, ..., Un,V1,...,0y). Alors

Vect ((ui)1<i<n) + Vect ((v))1<j<m) = Vect ((Wk)1<k<men) -

. J

~Définition D3.18 } \

On dit que deux sous-espaces vectoriels Fi et F5 de E sont en somme directe lorsqu’ils vérifient
I'une des deux propriétés équivalentes suivantes.

(i) La décomposition de tout élément de F} + Fy comme somme d’un élément de F; et d'un
élément de Fy est unique.

(ii) FNF,=0.

\ o’

/:[Théoréme et définition D3.19 j N

On dit que deux sous-espaces vectoriels £} et Fy de E sont supplémentaires dans E lorsqu’ils
vérifient I’'une des deux propriétés équivalentes suivantes.

(i) Ve € E, 3!(:61,:02) € B X By, x = 1 + 9.
(ii) E=Fi+Fyet i NF, = {OE}
On note £ = F| & F5.

2 Applications linéaires

Dans la suite, E et F' désignent des K-espaces vectoriels.

2.1 Définitions

—(Définition D3.20 } |

On dit qu’une application f: F — F est linéaire (ou K-linéaire) de E dans F si

(i) Vo,y € E, f(x +y) = f(2) + f(y),
(i) Vo € B, VA €K, f(A-z) = X f().

\ o’

Remarque. Oun parle aussi de morphisme ou d’homomorphisme d’espaces vectoriels.
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ﬁ[Proposition D3.21 } N

Soit f :— F une application linéaire. Alors
(i) f(0g) =0,
(ii) Vz € E, f(—z) = —f(z).

Définition D3.22 )

(i) Une application linéaire £ — F est appelée endomorphisme de FE.

(ii) Une application linéaire £ — K est appelée forme linéaire sur F.

Notations. On note L(E, F') ensemble des applications linéaires de E dans F' et £L(E) (on trouve parfois
End(E)) ’ensemble des endomorphismes de E.

2.2 Opérations

Proposition D3.23 (Structure)}

L’ensemble L(E, F') est un sous-espace vectoriel de F(E, F).

Remarque. En particulier, I’application nulle et la combinaison d’applications linéaires sont des applica-
tions linéaires.

Proposition D3.24 (Composition)}

Soit E, F', G trois espaces vectoriels. Si f : E — F et g : F' — G sont deux applications linéaires,
alors g o f est une application linéaire de F dans G.

ﬁ[Proposition D3.25 } N

Soit f, f1, fo € L(E,F) et g,91,92 € L(F,G). Soit A € K. Alors
(i) go(fitfa)=gofitgof

(ii) (g1 +g2)of=g10f+g2of,

(iii) go(A-f) =A-(gof)=(A-g)of.

(. /

Remarque. Dans le cas ou E = F = G, ces propriétés font de (£L(F),+,0) un anneau.
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2.3 Bijectivité

ﬁ[Proposition D3.26 }

-

\

=

Soit f : E — F une application linéaire et bijective. Alors la réciproque de f est une application
linéaire f~': F — E.
J
/:(Déﬁnition D3.27 ) 3
(i) On dit que f: E — F est un isomorphisme de F dans F si elle est linéaire et bijective.
On dit que F et F sont isomorphes s’il existe un isomorphisme de F dans F.
(ii) On dit que f: E — E est un automorphisme de F si elle est linéaire et bijective.
On appelle groupe linéaire 'ensemble des automorphismes de E, noté GL(FE).
J
ﬁ[Proposition D3.28 } N
(i) Soit f: E — F et g: F — G deux isomorphismes. Alors go f : E — G est un isomorphisme.
(ii) Soit f et g deux automorphismes de E. Alors fog et go f sont deux automorphismes de E.
J
Remarque. Cette propriété fait de (GL(E), o) un groupe.
2.4 Noyau, image
Définition D3.29 (Noyau)} N
Soit f € L(E, F). On appelle noyau de f, noté Ker f, 'ensemble
Ker f = f1({0p}) = {z € E, f(z) = 0p}.
\ J

ﬁ[Proposition D3.30 }

Soit f € L(E, F). Alors Ker f est un sous-espace vectoriel de E.

Théoréme D3.31

Soit f € L(E,F). Alors f est injective si et seulement si Ker f = {0g}.
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Définition D3.32 (Image) ) \

Soit f € L(E, F). On appelle image de f, notée Im f, ’ensemble

Imf=f(E)={yeF,3xc E,y= f(x)}.

\ o’

{Proposition D3.33 } N

Soit f € L(E,F). Alors Im f est un sous-espace vectoriel de F.

Théoréme D3.34 }

Soit f € L(E,F). Alors f est surjective si et seulement si Im f = F.

\

ﬁ[Proposition D3.35 } N

Soit f € L(E,F). Si E = Vect(u;)ier, alors Im f = Vect(f(x;))ier-

2.5 Equations linéaires

—Définition D3.36 ) \

On appelle équation linéaire une équation d’inconnue x de la forme
f(@) =0 (D3.1)

avec
e feL(EF),

e b € I appelé second membre de I’équation.

\ o’

/:[Théoréme D3.37 (Solutions d’une équation linéaire)} N

L’ensemble (S) des solutions de I’équation linéaire (D3.1) est
soit vide,

soit un sous-espace affine de £ dont la direction est Ker f, c’est-a-dire : si zg est une solution de
I’équation (D3.1), alors S = x¢ + Ker f.

\ o’

Remarque. Pour résoudre une équation linéaire comme celle présentée en (D3.1), on se raméne souvent
& trouver une solution particuliére de cette équation, ainsi que I’ensemble des solutions de I’équation sans
second membre (appelée équation homogéne) : f(z) = 0p.

216



MPSI 20242025 P. Valéry D3. Espaces vectoriels 217

({Proposition D3.38 (Principe de superposition)} N

Soit f : E — F une application linéaire. Soit (b;);=1.. ., une famille d’éléments de F et (A;)i=1..n

n
des scalaires. On considére I'équation (D3.1) avec b = Z Aib;. Si pour tout ¢ = 1...n, x; vérifie
i=1

n
o = g A
il

f(z;) = b;, alors

est une solution de ’équation (D3.1).

3 Projections, symétries

On suppose dans ce chapitre que F et G sont deux sous-espaces supplémentaires de E, c’est-a-dire
E=F®dG.

(:[Déﬁnition D3.39 (Projection)} N

Si pour tout x € F, on note x = zp + xg avec zp € F et zg € G, la projection sur F
parallélement a G est 'application

r +— IF.

ﬁ[Proposition D3.40 } N

La projection p sur F parallélement & G est linéaire et
(i) Kerp=G et Imp=F.
(ii) pjp = IdF et pjg = 0.
(iii) pop =p.

. /

Remarque. Sion appelle g la projection sur G parallélement a F', alors on a

(ii) F = Kerqg = Imp,

(i) G = Kerp =Img.
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Définition D3.41 (Projecteur))

On appelle projecteur de E tout endomorphisme p € L£(FE) qui vérifie

pep=p.

\

ﬁ[Proposition D3.42 }

Si p est un projecteur de E, alors ¢’est une projection sur Im p parallélement & Ker p.

-

/:[Déﬁnition D3.43 (Symétrie)}

Si pour tout x € E, on note x = xp + g avec xr € F et zg € G, la symétrie d’axe F' et de
direction G est l'application

s : F —» F

T = TF—xg.

\

({Proposition D3.44 (Lien entre projection et symétrie)}

Soit p la projection sur F' parallélement & G et s la symétrie d’axe F' et de direction G. Alors
(1) s = 2p— IdE7

(i) p= %(s +1dp).

-

ﬁ[Proposition D3.45 }

La symétrie s d’axe F' et de direction G est linéaire et
(i) F =Ker(Idg —s) et G = Ker(Idg +s).
(ii) S|F = IdF et S\G = —IdG.

(iii) sos=1dg.

-

ﬁ[Proposition D3.46 }

Si s vérifie s o s = Idg, alors c’est une symétrie d’axe Ker(Idg —s) et de direction Ker(Idg +s).

-

Remarque. Un endomorphisme s tel que s o s = Idg s’appelle une involution.
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Méthodes

Montrer qu’un ensemble est un sev

> en vérifiant les stabilités,
> en exhibant une famille génératrice.

Montrer que deux sous-espaces sont supplémentaires.

Montrer qu’'une application est linéaire.

Déterminer le noyau, I'image d’'un morphisme.
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CHAPITRE D4

DIMENSION FINIE

(i re )
{ Objectifs |
. - J

e Décrire des objets d’algebre linéaire avec un nombre limité d’in-
formations :
> une base pour un sev,
> l'image d’'une base pour une application linéaire.
o Utiliser la dimension pour caractériser des notions d’algebre li-
néaire :
> une base,
> un isomorphisme,

> des sev supplémentaires.

Dans tout ce chapitre, E désigne un K-espace vectoriel, les x; sont des vecteurs de E et les \; sont des
scalaires de K.

1 Familles libres, bases

~Définition D4.1 } N
On dit que la famille de vecteurs (x1,...,2,) est liée (ou que les vecteurs sont linéairement
dépendants) s'il existe des scalaires Aj, ..., A, non tous nuls tels que

AMx1+ .o+ Ay =05

Une famille qui n’est pas liée est composée de vecteurs linéairement indépendants. On dit
qu’elle est libre.

\ o’

Remarque. Dire qu’une famille est liée revient & dire que 'un des vecteurs est combinaison linéaire des
autres.
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ﬁ[Proposition D4.2 } N
Une famille (x;)1<i<n est libre si et seulement si pour tous Aq,..., A\, € K,
n
dAmi=0=XM=..=X =0
i=1
(. J

Définition D4.3 }

On dit qu’une famille de vecteurs (x1,...,2,) est une base de E si c’est une famille libre et
génératrice de F.

~ Théoréme et définition D4.4 | N

Une famille de vecteurs (x1,...,2,) est une base de E si et seulement si tout vecteur = de F
s’exprime de maniére unique comme combinaison linéaire des z; :

Vo€ B, A(,... . M) €KY, z=> A
=il

Le n-uplet (\1,...,\,) forme la famille des composantes (ou coordonnées) de x dans la base
(331, e ,xn).

Définition D4.5 )

On dit qu'un espace vectoriel est de dimension finie s’il admet une famille génératrice finie.
Sinon on dit qu’il est de dimension infinie.

(i) Etant donnée £ = (x1,...,,) une famille libre de E et ¢ Vect(£), la famille (z1, ..., 2p, 7)
est aussi une famille libre de E.

(ii) Etant donnée (x1,...,z,) une famille de vecteurs de E et 2,1 € Vect(zy,...,2,), on a

Vect(z1, ..., Tn, Tnt1) = Vect(z1,...,Zn).
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/:[Théoréme D4.7 (de la base incompléte)} N

Soit p, q,n € N*. Etant données dans F
> une famille libre £ = (¢1,...,4p),
> une famille génératrice G = (g1, ..., gq),

il existe une base B de E de la forme
B=(l1,....0p, lps1,...,4n)

avec lpt1,...,0p €G.

Remarque. Ce théoréme a trois conséquences trés utiles.

e Théoreme d’existence de base : tout espace vectoriel non réduit & {0} de dimension finie admet une
base.

e Théoréme de la base incompléte : étant donnée une famille libre dans un ev E de dimension finie, on
peut la compléter en une base de F.

e Théoréme de la base extraite : étant donnée une famille génératrice d'un ev F de dimension finie, on
peut en extraire une base de E.

Théoréme D4.8 }

Le cardinal d’une famille libre de E est toujours plus petit que le cardinal d’une famille génératrice.

Théoréme et définition D4.9 }

Toutes les bases d’un espace vectoriel E de dimension finie ont méme cardinal, appelé dimension
de E et noté dim E.

Remarque. Par convention la dimension de I’espace {0} est 0.

= Théoréme D4.10 } N

Soit F un espace vectoriel de dimension n et F une famille de p vecteurs de E.
(1) Si F est libre, alors p < n et on a égalité si et seulement si F est une base de E.

(i) Si F est génératrice, alors p > n et on a égalité si et seulement si F est une base de E.
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2 Dimension d’un sous-espace vectoriel

= Théoréme D4.11 } N

Soit F' un sev de E. Alors
(i) dim F < dim E,
(ii) dimF =dimFE < F = E.

\o =/
~ Théoréme D4.12 } N
Soit E un ev de dimension n. Soit F' et G deux sev de E munis des bases respectives (f1,..., fp)
et (g1,...,9q). Alors on a équivalence entre

(i) E=Faa,

(i) (fi,---,fp,91,---,9q) est une base de E.

\ o’

Remarque. Ce théoréme a deux conséquences intéressantes.
e I'n termes de dimensions, si £ = F & G, alors dim E = dim F' + dim G.

e En dimension finie, tout sev admet un supplémentaire.

Théoréme D4.13 (Formule de Grassmann)} \

Soit F' et G deux sev de E. Alors

dim(F + G) =dim F + dim G — dim(F N G).

\ o’

Remarque. Par conséquent, parmi les trois conditions suivantes, il suffit d’en établir deux pour montrer
que E=F&G:

(1) FNG ={0g},
(2) F+G=E,
(3) dim F + dim G = dim E.

3 Applications linéaires

3.1 Détermination d’une application linéaire

~ Théoréme D4.14 } N

Soit (e1,...,e,) une base de E. Etant donnée une famille 7 = (fi, ..., f,) une famille de vecteurs
de F, il existe une unique application u : E — F telle que pour tout ¢, u(e;) = f;. De plus,

e u est injective si et seulement si F est libre,

e 1 est surjective si et seulement si F est génératrice.
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Avec les notations précédentes, F' est isomorphe & F si et seulement si dim F' = dim E = n.

Remarque. Ceci permet d’établir un isomorphisme entre tout K-ev de dimension n et K".

Etant donnés F; et Fo deux espaces vectoriels de dimension finie, on a

dim(E; x Eg) = dim Fy + dim E».

ﬁ[Proposition D4.17 } N

Soit uw € L(E, F) avec E et F' deux ev de méme dimension finie. Alors on a équivalence entre
(i) w est injective,
(i) w est surjective,

(iii) w est un isomorphisme.

ﬁ[Proposition D4.18 } N

Soit uw € L(FE) avec E de dimension finie. Alors on a équivalence entre
(i) w est inversible a gauche,
(ii) w est inversible a droite,

(iii) w est inversible.

3.2 Rang d’une application linéaire

= Définition D4.19 (Rang) } |

(1) Soit E un ev de dimension finie et F une famille de vecteurs de E. On appelle rang de F
la dimension de Vect(F).

(ii) Soit uw € L(E, F). On appelle rang de u la dimension de Imu.

\ o’

Notations. On note ces quantités rg F et rgu.
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ﬁ[Proposition D4.20 }

Etant donnée (eq,...,e,) une base de E, on a

rgu = rg(uley),...,ule,)).

-

ﬁ[Proposition D4.21 }

Soit E, F, G trois ev de dimensions finies et u € L(E, F) et v € L(F,G). Alors

(i) rg(vowu) < min(rg(u), rg(v)).
(ii) Si v est un isomorphisme, alors rg(v o u) = rg(u).

(iii) Si w est un isomorphisme, alors rg(v o u) = rg(v).

-

r:[Théoréme D4.22 (du rang)}

Soit E et F deux espaces vectoriels, E étant de dimension finie et u € L(E, F'). Alors

dim £ = dim(Ker u) + dim(Im «) = dim(Ker u) + rg u.

3.3 Hyperplans

~{Définition D4.23 }

Soit F un K-espace vectoriel.
(i) On appelle forme linéaire toute application linéaire f : E — K.

(ii) On note E* = L(E,K) et on appelle espace vectoriel dual de E l’ensemble des formes
linéaires sur E.

\

~{Définition D4.24 }

Soit F un K-ev. On appelle hyperplan de E tout sev de E qui est le noyau d’une forme linéaire
non nulle sur F.

\

/:[Théoréme D4.25 (Caractérisation des hyperplans)j[

Soit H un sev de E. Alors on a équivalence entre
(i) H est un hyperplan de E,
(ii) il existe une droite vectorielle D de E telle que E = H & D.

226



MPSI 20242025 P. Valéry Dj. Dimension finie 227
/:[Théoréme D4.26 (Caractérisation des hyperplans en dimension ﬁnie)} 3
Soit H un sev de F, un K-ev de dimension finie. Alors on a équivalence entre
(i) H est un hyperplan de E,
(ii) dim(H) =n —1.

\o =/
= Théoréme D4.27 } N
Soit E un K-ev de dimension finie n € N, £ = (e;)1<i<n une base de E' et H un hyperplan de E.

Alors
(1) H admet une équation cartésienne dans la base &, i.e. il existe (a;)i<i<n € K" \ {Orn} tel
que pour tout x € E de composantes (z;)1<i<n dans la base &,
n
er@ZaifL‘i:&
i=1
(ii) Deux équations cartésiennes de H dans une méme base sont proportionnelles. Autrement
n n
dit : soit Z a;x; =0 et Z biz; = 0 deux équations cartésiennes de H dans la base £ (avec
i=1 i=1
les notations évidentes). Alors I\ € K*, V1 < i < n, b; = Aa;.
\ J
~ Théoréme D4.28 } N
Soit F un ev de dimension finie n € N.
P
(i) Soit (H;)1<i<p une famille d’hyperplans de E. Alors dim (ﬂ HZ> >n—p.
i=1
(ii) Soit F' un sev de E de dimension n — p avec p € [0,n]. Alors il existe (H;)1<i<p une famille
P
d’hyperplans de E telle que F = ﬂ H;.
i=1
\ J
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Méthodes

e Vérifier qu'une famille de vecteurs est une base.

e Montrer qu'une application linéaire est bijective en utilisant ’éga-
lité des dimensions.

e Déterminer un supplémentaire d’un sev.
e Montrer que deux sev sont supplémentaires

> par caractérisation par les bases,

> par caractérisation par la dimension.

e Déterminer le noyau ou l'image d’une application linéaire,
connaissant l'autre, & 'aide du théoréme du rang.

e Déterminer une application linéaire

> par 'image des vecteurs d’une base,
> par sa restriction sur des sev supplémentaires.
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CHAPITRE D5

MATRICES ET APPLICATIONS LINEAIRES

(i ree )
{ Objectifs |
- J

Représentation matricielle d’une famille de vecteurs.

e Savoir construire ou lire la matrice d’une application linéaire.

Changements de base et les matrices de passage.

Comprendre comment deux matrices semblables représentent le
méme endomorphisme.

Dans tout ce chapitre, n et p sont des entiers naturels non nuls et les espaces vectoriels considérés sont
de dimension finie sur un corps K. On peut se limiter & K =R ou C.

1 Matrice d’une famille de vecteurs

/:(Déﬁnition et théoréme D5.1 ) 3

n
Soit F' un K-espace vectoriel de base F = (f1,...,fn) et x € F. On note x = Zmzﬁ sa
i=1

décomposition dans la base F. On appelle matrice du vecteur x dans la base F la matrice

I

Matr(z) = | g,

In

Ceci crée un isomorphisme entre F' et M, 1 (K).
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230 Db, Matrices et applications linéaires

K:(Déﬁnition D5.2 ) N
Soit F' un K-espace vectoriel de base F = (fi,..., fn) et V = (v1,...,v,) une famille de vecteurs
de F. On appelle matrice de la famille V dans la base F la matrice
} } }
— -fl
Matr(V) = ;i1 ... Qg aip |77 Ji
anl .. anj c.. Qnp
ou les a;; sont les composantes des v; dans la base F.
\ J)

Proposition D5.3 }

Avec les notations précédentes, rg (Mat£(V)) = rg (V) = dim (Vect(V)).
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2 Matrice d’une application linéaire
/:(Déﬁnition D5.4 ) N
Soit
> F un espace vectoriel de base £ = (e1,...,¢ep),
> F un espace vectoriel de base F = (f1,..., fn),
> ueL(EF)
On appelle matrice du v relativement aux bases £ et F la matrice
e Lo...oa
u(dh) " ulEp) (@
| | |
—~fi
Matg,]:(u) = 1a;1 ... Qij Aip g fl
an1 Qnj Anp
ou
n
V(Z,]) € [[17”]] X [[Lp]]7 u(e]) = Za’tjfz
i=1
> =/
Remarque. Autrement dit,
Mate r(u) = Matr(u(er),. .., u(en)).
Notation. Pour un endomorphisme, on note simplement
Matg (u) = Matg g(u)

/:[Théoréme D5.5 j 8\
Soit £ une base de E un espace de dimension p et F une base de F' un espace de dimension n.
Alors I'application

O: LE,F) — Myy(K)
u +— Matg r(u)
est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
\\ J)
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Remarque. En particulier, dim(£L(E, F)) = dim(My,(K)) = p x n.

~Définition D5.6 } <

Soit A € Mn,p(K)-

(i) On appelle application linéaire canoniquement associée a A I'application
A : ./le,l(K) — ./Vln71(K)
X — AX

(ii) On appelle noyau de A le noyau de I'application A.
(iii) On appelle image de A l'image de Papplication A.

\> 2/

Remarque. En identifiant vecteurs et matrices colonnes, cela donne aussi une application K? — K" que
I'on dira aussi canoniquement associée a A.

ﬁ[Proposition D5.7 } N
Soit E et F deux espaces vectoriels avec pour bases respectivement £, F. Etant donné u € L(E, F),
on a
Matr(u(x)) = Matg r(u) x Matg(z).
& J
ﬁ[Proposition D5.8 } ~

Soit E et F deux espaces vectoriels avec pour bases respectivement £, F. Etant donné u € L(E, F),
on a rg (Matr(u(x))) = rg(u).

. /

ﬁ[Proposition D5.9 } N

Soit E, F et G trois espaces vectoriels avec pour bases respectivement £, F et G. Soit u € L(E, F)
et v € L(F,G). Alors
Mat&g(v ou) = Mat}-g(v) X Matg’;(u).

. J

Remarque. Avec A = Matg r(u), X = Matg(z) et Y = Matp(u(z)), on retient la forme

Y = AX.

Remarque. Tous les résultats précédents peuvent s’interpréter dans le cas particulier ot ¥ = F' et éta-
blissent une correspondance bijective entre matrices carrées et endomorphismes.
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ﬁ[Proposition D5.10 }

Soit E et F' deux espaces vectoriels de méme dimension avec pour bases respectivement &£, F. Soit
ue L(E,F). Alors

(i) w est un isomorphisme si et seulement si Matg 7(u) est inversible.
(ii) Dans ce cas, Matz g(u~!) = (Matg #(u)) "

3 Matrice de changement de base

—(Définition D5.11 }

Soit €& = (e1,...,en) et F = (f1,..., fn) deux bases de E. On appelle matrice de passage (ou
matrice de changement de base) de £ & F la matrice de F dans la base £ et on note

P{ = Matg (F).

\

ﬁ[Proposition D5.12 }

Soit £, F et G trois bases de 'espace vectoriel E. Alors on a
(i) P# =Mate(F);
(i) Pf = Matre(ldg);
(iti) Peg = PTPY;
)

(iv) PZ est inversible et (Pg)_l = PZ.

-

({Proposition D5.13 (Changement de base pour un Vecteur)}

Soit € et F deux bases de E. Etant donné 2 € E, on a

Matz(z) = P%Matg(z).

Proposition D5.14 (Changement de base pour un morphisme)}

Soit £ et £ deux bases de E. Soit F et F' deux bases de F. Etant donné u: E — F, on a

Mater 7 (u) = P# Matgyf(u)ngl.
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Proposition D5.15 (Changement de base pour un endomorphisme)}

Soit £ et £ deux bases de E. Etant donné u: E — E, on a

Matg: (u) = P& Matg (u) PE .

Remarque. Avec A = Matg(u), A’ = Matg/(u) et P = P§, on retient la forme

A =P 'AP ou A= PA' P!,

4 Matrices semblables

Définition D5.16 }

Soit A, B € M, (K). On dit que A et B sont semblables lorsqu’il existe P € GL,(K) telle que
A = PBP™!. Ceci définit la relation binaire dite de similitude sur M,,(K).

ﬁ[Proposition D5.17 } N

La relation de similitude est une relation d’équivalence sur M,,(K).

ﬁ[Proposition D5.18 } N

Soit E un ev de dimension n et de base £.
(i) Soit & une base de E et soit u € L(E). Alors Matg(u) et Matg(u) sont semblables.

(ii) Reéciproquement, si A et B sont deux matrices semblables de taille n, alors il existe u € L(E)
et & une base de E telles que A = Matg(u) et B = Matgr (u).

. J
~{Définition D5.19 } N
(i) On dit qu'une matrice carrée est diagonalisable lorsqu’elle est semblable & une matrice
diagonale.
(ii) On dit qu’une matrice carrée est trigonalisable lorsqu’elle est semblable a une matrice
triangulaire.
\ J
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5 Rang d’une matrice

{Proposition D5.20 }

Soit A € M,,(K). Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) A est inversible,
(ii) Ker A = {0},
(iii) Im A = ./\/lnl( )
(iv) re(4) =

-

ﬁ[Proposition D5.21 }

Soit n,p,q € N*, A € M, ,(K) et B € M, 4(K).
(i) rg(AB) < min(rg A,rg B),
(ii) si m = p et A est inversible, alors rg(AB) = rg B,
(iii) si p = q et B est inversible, alors rg(AB) = rg A,

Définition D5.22 )

Soit A, B € M,,,(K). On dit que A est équivalente a B lorsqu’il existe P € GL,(K) et Q €
GL,(K) telles que A = PBQ.

\>

ﬁ[Proposition D5.23 }

L’équivalence de matrices est une relation d’équivalence sur M, ,,(K).

-

/:[Proposition et définition D5.24 )

S\
La matrice A € M,, ,(K) est de rang r € N si et seulement si elle est équivalente & la matrice J,
définie par blocs par

IT Or,pfr
Jr =
On—nr On—r,p—r
\\ ~/

{Proposition D5.25 }

Soit A € My, ,(K). On a rg(A) = rg(AT).
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—{(Définition D5.26 )

Soit n,p,m,q € N*, A = (a; j)1<i<cn € Mnp(K) et B = (b; j)1<i<cm € M ¢(K). On dit que B est
1<j<p 1<i<q
une matrice extraite de A lorsqu’il existe deux applications strictement croissantes ¢ : [1, m] —

[1,n] et ¢ : [1,q] — [1,p] telles que

V(i,7) € [1,m] x [1,4], bij = apg)u()-

\>

(:[Théoréme D5.27 (Caractérisation du rang par les matrices extraites)}

Soit A € M,, ,(K)\{0}. Le rang de A est le plus grand entier £ tel qu’il existe une matrice extraite
de A carrée de taille k inversible.

\\a

Remarque. En particulier, toutes les matrices extraites de A sont de rang inférieur ou égal a rg(A).

Méthodes

e Ecrire la matrice d’une famille de vecteurs dans une base donnée.
e Ecrire la matrice d’une application linéaire dans une base donnée.

e Etudier I'application linéaire canoniquement associée 4 une ma-
trice.

e Ecrire dans une nouvelle base la matrice d’une application li-
néaire. donnée.
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CHAPITRE D6

DETERMINANT

(i)
- { Objectifs | N
. - J

e Notion de déterminant.
e Caractérisation théorique du déterminant.
e Lien avec I'inversibilité.
e Calcul pratique de déterminant.
> =/

Dans tout le chapitre, K désigne le corps R ou C. Sauf mention contraire, n est un entier naturel non nul
et E/ un ev de dimension n.

1 Applications multilinéaires

—~Définition D6.1 } <
Soit F1,...,E, et I des K-ev. On dit qu’une application f : Fy X ... x E, — F est n-linéaire
lorsque pour tout k € [1,n] et tout (z1,...,Tk—1,Tt1,s---,%n) € E1X.. . X Ep_1 X Eppq1 X... X Ey,

t— f(x1,...,k—1,t, Tps1,-..,Ty) est linéaire de Ey dans F.

Dans le cas ou F' = K, on parle de forme n-linéaire. On dit bilinéaire, trilinéaire pour
2-linéaire, 3-linéaire respectivement.

Définition D6.2 )

On dit qu’une forme n-linéaire sur E™ est alternée lorsque f(z1,...,2,) = 0 pour tout
(x1,...,2y) € E™ dont (au moins) deux vecteurs sont égaux.
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/:[Proposition et définition D6.3 )

Soit n > 2 et f: E"™ — K une forme n-linéaire alternée. On pose (z1,...,x,) € E".

(i) On ne change pas la valeur de f(z1,...,z,) en ajoutant a 'un des vecteur z; une combinaison
linéaire des autres (invariance par transvection).

(ii) Si(z1,...,xn,) est liée, alors f(z1,...,2,) =0.

(iii) Soit 7,75 € [1,n] avec i < j. Alors

(iv) Soit o € S),. Alors
f(wa(n,...,xaww) ::e(a)f(xl,...,xn).

Lorsqu’une des deux derniéres propriétés est vérifiée, on dit que f est antisymétrique.

Proposition D6.4 }

Toute forme n-linéaire antisymétrique est alternée.

2 Déterminant

2.1 Déterminant d’une famille de vecteurs

~ Théoréme et définition D6.5 }

Soit B = (e1,...,e,) une base de E Il existe une unique application f : E" — K n-linéaire et
alternée qui prend la valeur 1 en (ey,...,e,). On appelle déterminant dans la base B, notée
detg. Pour tout (x1,...,2,) € E", si on note (a;;) la matrice de cette famille dans la base B, on a

detg(z1,...,x0) = Y &) [] an(y-
j=1

g€ESy,

\

ﬁ[Proposition D6.6 }

Soit B et B’ deux bases de F et F une famille de n vecteurs de E.
(i) Formule de changement de base : detg(F) = detg(B’) detgs (F).

(ii) Caractérisation des bases : F est une base de E si et seulement si detp,p(F) # 0
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2.2 Déterminant d’une matrice
/:(Déﬁnition D6.7 ) N
Soit A = (aij),¢; j<p € Mn(K). On appelledéterminant de la matrice A le nombre
det(A) = detg(Ch,...,Ch),
ou les C; sont les colonnes de la matrices A dans M, 1(K) et £ la base canonique de M,, 1 (K).
> 2/

Notation. On note

ail ... Qip

det A =

anl ... Qpn

ﬁ[Proposition D6.8 }

Soit A = (aij)1<; j<n € Mn(K). On a

det(4) = 3 e(0) [T a0

gESy

-

ﬁ[Proposition D6.9 }

(i) det(I,) =1.
(ii) Pour tous A € M, (K) et A € K, det(AA) = A" det(A).
(iii) Le déterminant d’une matrice ayant deux lignes égales ou deux colonnes égales est nul.
(iv) VA, B € M, (K), det(AB) = det(A) det(B).
(v) Pour tout A € M,(K), A est inversible si et seulement si det(A) # 0. Dans ce cas,
det(A™1)

~ det(A)
(vi) Pour tout A € M,,(K), det(A) = det(AT).

\::: Corollaire D6.10

det induit un morphisme de groupes de GL,(K) dans K*.
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’\:ii:éorollaire D6.11

Les déterminants de deux matrices semblables sont égaux.

2.3 Calcul pratique

ﬁ[Proposition D6.12 } N

(i) Le déterminant d’une matrice triangulaire est le produit de ses termes diagonaux.

(ii) Le déterminant d’une matrice triangulaire par blocs est le produit des déterminants de ses
blocs diagonaux.

. J

{Proposition D6.13 } N

Le déterminant d’une matrice est inchangé lorsqu’on ajoute & une ligne (resp. une colonne) un
multiple d’une autre ligne (resp. colonne).

. J

Remarque. En particulier, on peut effectuer certaines opérations d’une méthode de pivot de Gaufs sans
changer la valeur du déterminant. Plus précisément, il suffit de s’interdire toute transvection de diagonale
non constante égale & 1. Dés lors on peut espérer se ramener & un calcul de déterminant plus simple.

~Définition D6.14 } \

Soit A € M,(K) et 4,5 € [1,n].
(1) On appelle mineur de A de position (7,j) le déterminant de la matrice extraite de A en
supprimant la ligne ¢ et la colonne j. OOn notera A;;(A) ce déterminant.
(ii) On appelle cofacteur de A de position (7, j) le nombre (—1)"*7A;;(A).
(ili) On appelle comatrice de A la matrice com(A4) = ((—1)""7A;;(A))

1<, g<n’

\\ ~/

(:[Théoréme D6.15 (Développement par rapport & une ligne ou colonne)} N

Soit A € M,,(K).
(i) Soit 1 <7< n. Alors det(A) = Z(—l)”jaiinj(A)_
j=1
(ii) Soit 1 < j < n. Alors det(A) = Z(—l)iﬂaiinj(A).

i=1
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Théoréme D6.16 } N

Soit A € M,,(K). Alors A x (com A)T = (com A)T x A = det(A)I,.

1
En particulier, A est inversible si et seulement si det A # 0 et dans ce cas, A™! =

det A

(com A)T.

2.4 Déterminant d’un endomorphisme

Théoréme et définition D6.17 }

Soit u € L(F). Le nombre detg(u(e1),...,u(e,)) = det (Matg(u)) ne dépend pas de la base B
considérée. Ce nombre s’appelle déterminant de u, noté det(u).

3 Interprétations du déterminant

Ici E' désigne un espace vectoriel de dimension n et B = (by,...,b,) une base de E.

/:[Déﬁnition D6.18 (Déterminant d’une famille de Vecteurs)} N

Soit X une famille de n vecteurs de E. On appelle déterminant de X dans la base B le
déterminant de la matrice Matg(X), noté detp(X).

\ o’

~ Théoréme D6.19 } N

Avec les notations ci-dessus, la famille X est une base de E si et seulement si detg(X) # 0.

\ o’

/—[Proposition D6.20 (Interprétations géométriques)} N

e Dans le cas n = 2, le déterminant d’une famille de deux vecteurs (z1,z2) dans la base
(b1, ba) représente l'aire du parallélogramme de cotés zp et x2, I'unité d’aire étant celle du
parallélogramme de cotés by et be, affectée d'un signe représentant 1'orientation de (1, z2)
par rapport a celle de (by, ba).

e Avec des conventions similaires dans le cas n = 3, le déterminant de (x1, z2, x3) dans la base
(b1, ba, b3) représente le volume algébrique du parallélépipede de cotés xq, zo et x3.

(S /

r:(Théoréme et définition D6.21 j N

Soit w : E — E un endomorphisme de E. On appelle déterminant de u et on note detw le
déterminant de toute matrice représentant uw dans une base de E. Notamment, cette quantité ne
dépend pas de la base choisie.
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ﬁ[Proposition D6.22 } _
Soient u,v € L(E).
o VA € R, det(Au) = A" det u.
e det(vou) = (detv)(detu).
1
e u € GL(E) si et seulement si detu # 0. Dans ce cas, det(u™') = ot
& J
ﬁ[Proposition D6.23 } ~
Soient u € L(E) et X = (x1,...,2,) € E". Alors
detg(u(x1),...,u(x,)) = detudetp(zy, ..., x,).
& J

Meéthodes

e Calculer un déterminant
> triangulaire par blocs,
> par opérations élémentaires,
> par développement selon une ligne ou colonne,
> en établissant une formule de récurrence.

e Etudier l'inversibilité d’une matrice.
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CHAPITRE D7

FESPACES PREHILBERTIENS REELS

Dans tout ce chapitre, E désigne un R-espace vectoriel.

1 Produit scalaire, norme

~{Définition D7.1 }

On appelle produit scalaire sur E une application (-,-) : Ex E — R qui est une forme bilinéaire
symétrique définie positive, c’est & dire
L4 V$17$2ay S Ea V)HM € R’ <>\:I:1 + ,UCUQ,y> = /\<:Elay> + M<$2,y>,
vx7y17y2 € E7 V)‘vu € Rv <x7)‘y1 + ,U,y2> = A<x7y1> + N<$7y2>a
L4 vx?y e E7 <$7y> = <y7aj>7
o Vx € E, (z,x) >0,
e Ve E (z,x)=0 < z=0g.

\>

Notations. On peut rencontrer les notations (x|y), (x|y) ou encore z - y.

r:(Déﬁnition D7.2 )

(i) Un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé espace préhilbertien réel.

(ii) Un espace preéhilbertien réel de dimension finie est appelé espace euclidien.

\>

/:(Déﬁnition D7.3 )

Soit F un espace préhilbertien réel.

(i) Pour tout x € E, on note ||z|| = v/(z,x). L’application N : z — ||z|| est appelée norme
euclidienne associée au produit scalaire (-, -).
Un vecteur de norme 1 est appelé vecteur unitaire.

(ii) La distance euclidienne associée a la norme euclidienne est I’application

d: ExFE — R+

(z,y) = lz—yl
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/:[Théoréme D7.4 (Inégalité de Cauchy—Schwarz)j[

Soit E un espace préhilbertien réel. Alors
Vz,y € E, [(z,y)| < [lz|llly|

avec égalité si et seulement si x et y sont colinéaires.

\

ﬁ[Proposition D7.5 }

La norme euclidienne vérifie
(i) (homogénéité) Vo € E,VA € R, || Az| = |A|||z],
(i) (positivité et séparation) Vo € E, ||z|| > 0 et ||z|]| =0 & z = 0g,

(iii) (inégalité triangulaire) Vz,y € E, ||z + y|| < ||lz|| + |Jy|| avec égalité si et seulement si = et y
sont colinéaires et de méme sens.

-

/—[Proposition D7.6 (Identité de polarisation)}

Pour tous z,y € E, on a

1
(@) = 7 (le+yI* = == y[*)

-

({Proposition D7.7 (Identité du parallélogramme)}

Pour tous z,y € E, on a
lz +ylI* + lz = ylI* = 2(|= 1> + ll*).

2 Orthogonalité

2.1 Vecteurs et familles orthogonaux

~{Définition D7.8 }

Soit (E, (-,-)) un espace préhilbertien réel.
(i) Deux vecteurs x,y € F sont dits orthogonaux si (x,y) = 0.

(ii) Une famille de vecteurs de F est une famille orthogonale si deux vecteurs quelconques de
cette famille sont toujours orthogonaux.

(iii) Si de plus tous ses vecteurs sont unitaires, la famille est dite orthonormée.

\

Remarque. En utilisant le symbole de Kronecker, si (x;);cr est une famille orthonormée, on a

Vi,j S I7 <xi,x]~> = 513
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Proposition D7.9 }

Dans un espace euclidien, toute famille orthogonale ne contenant pas le vecteur nul est une famille
libre.

Remarque. En particulier, une famille orthonormeée est libre.
—Définition D7.10 } \

Dans un espace euclidien F, une famille orthonormée qui est une base de E est appelée base
orthonormée (b.o.n.) de E.

\ )
= Théoréme D7.11 (Pythagore)| ~
Soient E un espace préhilbertien réel et (z1,...,x,) une famille orthogonale. Alors
n 2 n
2
>_ail| = il
i=1 i=1

2.2 Bases orthonormeées

ﬁ[Proposition D7.12 } N
Soit E un espace euclidien muni d’une base orthonormée (ey,...,e,). Les composantes dans cette
base de tout vecteur z € E sont données par

n
T = Z(x, ei)e;.
i=1
& J
ﬁ(Proposition D7.13 } N
n n
Avec les notations ci-dessus, le produit scalaire des vecteurs x = Z Tie; et y = Z y;i€e; est
i=1 i=1
n n
(z,y) = Zﬂizyz = Z<$,€z‘><y,€z’>
i=1 i=1
et la norme de x est donnée par
n n
2 2 2
l=l> = af = (=,
i=1 i=1
(. J
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/:[Théoréme D7.14 (Orthonormalisation de Gram-Schmidt)} N
Soient F un espace euclidien et (ey,...,e,) une famille libre quelconque de E. Alors il existe une
famille (e1,...,&,) telle que

e (¢1,...,6n) est orthonormée,

o V1 < k< n, Vect({e1,...,er}) = Vect({e1,...,ex}).

Si 'on ajoute la condition (g4, ;) > 0 pour tout 7, alors cette famille est unique.

\ o’

Remarque. La démonstration constructive de cette propriété donne un algorithme pour construire la
famille (e1,...,ep) :

e Tout d’abord

€1
€1 = —.
lex]]
e Supposons construits €1, ...,&; (avec 1 < k < n — 1). Alors on pose
k e
€2+1 = €k+1 — Z<€k+175i>5i puis gy = fﬁﬂ :
~ Théoréme D7.15 } N

(i) Tout espace euclidien posséde des bases orthogonales et des bases orthonormées.

(ii) Toute famille orthonormée (resp. orthogonale) d’un espace euclidien peut étre complétée en
une base orthonormée (resp.orthogonale).

3 Projecteurs orthogonaux

3.1 Sous-espaces orthogonaux

~Définition D7.16 ) \

Soit E un espace préhilbertien réel.

(i) On dit que deux parties X et Y de E sont orthogonales lorsque
Vee X, Vy ey, (x,y) =0.

(ii) Soit X une partie de E. On appelle orthogonal de X ’ensemble des vecteurs de E ortho-
gonaux a tous les vecteurs de X, noté

Xt={zeE|VyeX, (z,y) =0}
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ﬁ[Proposition D7.17 } N
Soit X, Y deux parties d'un espace préhilbertien F.
(i) XcYtevycxt (iv) X+ = (Vect X)*,
1L
(ii) X+ est un sev de E, (v) XNnX~={0g},
1L
(i) XY =Y+ cXxt (vi) X C (XL) :

& J
r:(Théoréme et définition D7.18 j N
Soient E un espace préhilbertien et F' un sev de dimension finie de E. Alors I'orthogonal de F' en

est un supplémentaire, appelé supplémentaire orthogonal de F'. On a
E=FoFL
i
On a la propriété du biorthogonal : (F ) = [,
\ J

3.2 Projection orthogonale

Définition D7.19 )

Soent E un espace préhilbertien et F' un sev de dimension finie de E. La projection sur F' paral-
lelement & F- est appelée projection orthogonale sur F', notée pp.

Remarque. La décomposition de z sur F @ F* s’écrit alors

z = pr(z) + (z —pr())
—_——

eFL

ﬁ[Proposition D7.20 j

Avec les notations ci-dessus et en notant (eq,...,ep) une b.o.n. de F, on a

pr(z) = Z(x|ek)ek.

k=1

&

({Proposition D7.21 (Inégalité de Bessel)}

Avec les notations ci-dessus, on a
lpr (@) < lz].
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3.3 Distance & un sous-espace de dimension finie

Dans ce paragraphe, E désigne un espace préhilbertien réel et F' un sev de E de dimension finie.
—(Définition D7.22 } |

Soit © € E. On appelle distance de x 4 F' la borne inférieure des distances de z a un élément
quelconque de F'.
d(x, F) = inf ||z — y||.
(@.F) = inf |}z =y

> =/
~ Théoréme D7.23 } N
Etant donné x € E, le projeté orthogonal de x sur F' est I'unique élément qui réalise la distance
de z & F.
|z —pr(2)l| = d(z, F).
\\ J)

Remarque. Evidemment si z € F, cette distance est nulle et le projeté en question est 2 lui-méme.
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CHAPITRE E1

DENOMBREMENT

1 Ensembles et parties finis

Soit (m,n) € N2. S'il existe une bijection entre [1,m] et [1,n], alors m = n.

-

/:(Déﬁnition E1.2 )

On dit que ’ensemble E est un ensemble fini s’il est vide ou §’il existe n € N et une bijection
entre E et [1,n].

D’apres le lemme ci-dessus, si un tel entier existe, il est unique; on I'appelle cardinal de E, noté
Card E ou |E| (anciennement #FE). Par extension, I’ensemble vide a un cardinal nul.

Deux ensembles de méme cardinal sont dits équipotents.

\>

{Proposition E1.3 }

Soit E un ensemble fini et F' une partie de E. Alors
(i) Card F < Card E';
(ii) Card F = Card E < E = F.

-

/:[Théoréme E1.4 (Parties finies de N)j

(i) Une partie de N est finie si et seulement si elle est majorée.

(ii) Si P est une partie non vide de N, de cardinal n, alors il existe une unique bijection stricte-
ment croissante de [1,n] dans P.

\\a

ﬁ[Proposition E1.5 }

Soit f: E — F avec E et I ensembles finis. Alors
(i) Card(f(F)) < Card E;
(ii) Card(f(F)) = Card E < f est injective.
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/:(Théoréme El.6 ] N\

Soit f: E — F avec F et F' deux ensembles finis de méme cardinal. Alors on a équivalence entre
(i) f est injective,
(ii) f est surjective,

(iii) f est bijective.

S ))
Opérations
ﬁ[Proposition E1.7 } <

Soient E et F' deux ensembles finis.
(i) EUF est fini et Card(E U F') = Card E 4+ Card F — Card(E N F).
(ii) E x F est fini et Card(E x F') = Card E x Card F.

Remarque. Si E et F sont finis et disjoints, alors Card(E U F') = Card E + Card F. Dans ce cas on note
FUF=FEUF.

Proposition E1.8 (Nombre d’applications)}

Soient E et F' deux ensembles finis de cardinaux respectifs p et n. Alors

Card(#(E,F)) =nP.

Proposition E1.9 (Nombres de parties de E)}

Soient E un ensemble fini de cardinal p. Alors

Card(P(E)) = 2P.
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2 Dénombrement

2.1 Principes

/:[Théoréme E1.10 (Lemme des bergers)} N

Soit f : E — F une application et m € N*. On suppose que pour tout y € F, f_l({y}) est fini de
cardinal m. Alors

(i) E est fini si et seulement si F' est fini.
(ii) Card E = m Card F'.

2.2 p-listes

Définition E1.11 )

Etant donnés un ensemble E et p € N, on appelle p-liste d’éléments de E tout p-uplet d’éléments
de F, c’est-a-dire tout élément de EP.

Remarque. L’ordre des éléments compte et il peut y avoir des répétitions.

Proposition E1.12 }

Soit F un ensemble fini de cardinal n et p € N. Le nombre de p-listes d’éléments de E est nP.

2.3 p-arrangements

Définition E1.13 }

Soient E un ensemble fini de cardinal n et p € N, on appelle p-arrangement de E toute p-liste
d’éléments distincts de E.

Remarque. L’ordre des éléments compte et il ne peut pas y avoir de répétitions.

ﬁ[Proposition El.14 } <
Avec les mémes notations,
(i) le nombre de p-arrangements de E est AP = (nr_z‘p)' ;
(ii) Le nombre d’injections de E dans [1,p] est m
L )
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Définition E1.15 }

Soit F un ensemble fini de cardinal n. On appelle permutation de E toute bijection de E dans
lui-méme.

\

ﬁ[Proposition E1.16 }

Avec les mémes notations, il existe n! permutations de E

-

Remarque. Il y a une correspondance entre les permutations et les n-arrangements de E.

2.4 p-combinaisons

Définition E1.17 )

Soient E un ensemble fini de cardinal n et p € N, on appelle p-combinaison de E toute partie
de cardinal p de F.

Remarque. L’ordre des éléments ne compte pas et il ne peut pas y avoir de répétitions.

{Proposition E1.18 }

Avec les mémes notations,
n!

(i) le nombre de p-combinaisons de E est <n> =—
p)  pln—p)!

n
(ii) sip < m, alors le nombre d’applications strictement croissantes de [1, p] dans [1, n] est ( )
p

-

ﬁ[Proposition E1.19 }

Pour tout n € N,

e ()-(,)

@ S (o)==

k=0

1
(iii) Vp € [0,n — ( ) + (p 1) = (Z::__ 1) (formule de Pascal) ;

(iv) Vz,y € C, (x + y)" Z < > kyn=k (formule du binéme de Newton).
k=0
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CHAPITRE E2

PROBABILITES SUR UN UNIVERS FINI

(i)
r : Objectifs | N
. - @ J
e Appréhender le formalisme des espaces probabilisés.
e Lire un arbre de probabilités conditionnelles dans tous les sens.
e Notion d’indépendance.
\o o’
1 Expérience aléatoire
/:(Déﬁnition E2.1 ) 3

Une expérience aléatoire est une expérience dont on ne peut pas prévoir le résultat avec cer-
titude. Les différents résultats possibles d’une expérience aléatoire sont appelés issues et leur
ensemble est 'univers des possibles, souvent noté 2.

Un événement est un sous-ensemble de €2 dont on dit qu’il se produit ou non suivant l'issue de
I'expérience.

Notation. Soit A C Q un événement aléatoire. On dit que cet événement est réalisé lorsque 'issue w de
notre expérience est un élément de A.

On a alors la correspondance suivante entre le vocabulaire des événements et celui des parties de €.
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256  E2. Probabilités sur un univers fini

événement certain Q
événement impossible 0
événement élémentaire singleton {w}
disjonction (A ou B) AUB
conjonction (A et B) ANB

événement contraire de A A
événements incompatibles ANB=10
systéme complet d’événements partition

Remarque. Un systéme complet d’événements (s.c.e.) permet de décomposer un événement en plusieurs
n

sous-événements : soit (A;)i1<i<n un s.c.e. et B € P(2). Alors B = U BnA;.
i=1

2 Loi de probabilité

—(Définition E2.2 } N

Soit © un univers fini. P : P(Q2) — [0, 1] est une loi de probabilité lorsque
e P(Q) =1,
e VA, B incompatibles, P(AU B) = P(A) + P(B).

Dans ce cas, on dit que (£2, P) est un espace probabilisé fini.

Définition E2.3 )

Soit (£2, P) un espace probabilisé fini. Un événement A est dit presque str lorsque P(A) =1 et
négligeable ou presque impossible lorsque P(A) = 0.
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ﬁ[Proposition E2.4 } <

Soient (€2, P) un espace probabilisé fini et A, B des événements. Alors

(i) P(A)=1-P(A),

(ii) (inégalité de Boole) P(AU B) < P(A) + P(B),
(iii) (formule du crible) P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B),
(iv) P(A\ B) = P(A) — P(AN B),
(v) AC B= P(A) < P(B).
Remarques.

o Avec ) fini, donner P({w}) pour tout w € Q suffit & définir la loi de probabilités P.

e L’inégalité de Boole se généralise & un nombre n quelconque d’événements (A4;)1<i<n.

n n
P (U Ai> <Y P(4A)
i=1 i=1
e La formule du crible se généralise également. On l'énonce ici pour trois événements A, B et C.

P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—PANC)—P(BNC)+ P(ANBNC).

~ Théoréme E2.5 } N

Avec les mémes notations et (A;)1<i<n une famille d’événements incompatibles,

P(0a) - S
=1 =l

3 Probabilités conditionnelles

r:(Théoréme et définition E2.6 j S\

Soient (2, P) un espace probabilisé fini et A, B des événements. Si P(B) # 0, on définit

P(AN B)

Alors Pp est une loi de probabilité et Pg(A), aussi notée P(A|B), s’appelle la probabilité condi-
tionnelle de A sachant B.

\ o’

Remarque. Soient (€2, P) un espace probabilisé fini, B € P(Q) et (4;)1<i<n des événements incompatibles.

Alors . .
> Py(A;) =Ps (U A,L») .
=1 i=1
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En particulier, Pg(A) + Pg(A) = 1.

/:[Théoréme E2.7 (Formule des probabilités composées)][

Soit (£, P) un espace probabilisé fini et (A;)i<i<n des événements (avec n > 2) tels que
n

P ﬂAi > 0. Alors
=1

P (ﬂ Ai> = P(A1)Pa, (A2)Pa;naz(As) - .. Payn..na,_ (An).
i=1

\

’

Remarque. En particulier, P(AN B) = P(B)Pp(A), ce qui n’est pas une grosse surprise au vu de la

définition.
Dém. E2.7

n
Par récurrence, I'hérédité étant assurée par P(ANB) = P(B)Pp(A) appliquée avec A = ﬂ A;
i=1
et B = An+1-

/:[Théoréme E2.8 (Formule des probabilités totales)}

\
Soient (€2, P) un espace probabilisé fini, B € P(f2) et (A4;)1<i<n un systéme complet d’événements
(non négligeables). Alors
P(B) = P(Ai)P,(B)
i=1
\ J
Dém. E2.8
Les BN A; forment une partition de B, comme on I'a souligné en début de chapitre.
Donc P(B) = ZP(AZ- NB)= ZP(AZ-)PAZ.(B) par définition de Py,.
i=1 i=1
ﬁ\’::::C_o—rollaire E2_£;::::/ N
Soient (€2, P) un espace probabilisé fini et A, B € P(£2) avec P(A) > 0. Alors
P(B) = P(A)Pa(B) + P(A)Px(B).
/:[Théoréme E2.10 (Formule de Bayes)][ N
Soient (2, P) un espace probabilisé fini et A, B € P(Q2) avec P(A) et P(B) non nuls. Alors
Pa(B)P(A)
Pp(A) =
\ J
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Remarque. On trouve une version générale de cette formule pour laquelle il suffit d’exprimer P(B) a ’aide
de la formule des probabilités totales avec (A;)1<i<n un systéme complet d’événements : pour tout 1 < k < n,

Pa(B)P(A)
> P(A)Pa,(B)
i=1
4 Indépendance
~Définition E2.11 } N
Soient (£2, P) un espace probabilisé fini et A, B € P(£2). On dit que A et B sont indépendants
lorsque
P(ANB)= P(A)P(B).
\\ J)
ﬁ[Proposition E2.12 } N
Avec les notations ci-dessus, si A et B sont indépendants, alors
e A et B sont indépendants,
e A et B sont indépendants,
e A et B sont indépendants,
e Pp(A)=P(A).
& J
—Définition E2.13 } <
Soient (€2, P) un espace probabilisé fini. On dit que des événements (A;)1<i<n sont
(i) indépendants deux a deux lorsque
(ii) mutuellement indépendants lorsque
vJ c [1,n], P (ﬂ Ai> =[] P
iceJ iceJ
> =/
ﬁ[Proposition E2.14 } <
Si des événements sont mutuellement indépendants, alors ils sont deux a deux indépendants. La
réciproque est fausse.
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Méthodes

e Calculer des probabilités

> par dénombrement direct d’issues équiprobables,
> en parcourant un arbre par probabilités composées,
> en décomposant & 'aide des probabilités totales,

> par la formule de Bayes.
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CHAPITRE E3

VARIABLES ALEATOIRES

(i ree )
{ Objectifs |
. - J

e Notion de variable aléatoire.

o Reconnaitre les expériences menant a des variables usuelles, cal-
culer et reconnaitre leurs lois.

e Exprimer et manipuler des grandeurs telles que l'espérance, la
variance, 1’écart-type.

e Lois marginales et loi conjointe d’un couple de VAD.
e Indépendance, covariance.

e Inégalités de Markov et Tchbychev.

Dans tout ce qui suit, (€2, P) désigne un espace probabilisé fini, E et F' désignent deux ensembles et n
un entier naturel non nul.

1 Variables aléatoires réelles

1.1 Généralités

/:(Déﬁnition E3.1 ) 3

(1) Soit E un ensemble. On appelle variable aléatoire (VA) sur €2 toute application X : Q@ — E.
(ii) On appelle variable aléatoire réelle (VAR) sur 2 toute application X : Q — R.

Son ensemble de valeurs est 'ensemble fini X(Q) = {X(w), w € Q}.

\ o’

Notations.
e Dans Q, on note (X = z) ou {X =z} I'événement X '({w}) = {w € Q, X (w) = z}.
e Si A est un sous-ensemble de X (), on note (X € A) I'événement X 1(A) = {w € Q, X(w) € A}.
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/:(Théoréme et définition E3.2 ] N

Soit X une VA sur Q. Alors

Px: P(X(Q) — 10,1]
A — P(XeA

est appelée loi de la variable X et permet de définir une loi de probabilités sur X ().

\\ ~/

ﬁ[Proposition E3.3 } N

Les événements (X = ),cx (o) forment un systéme complet d’événements.

(. /

Remarque. Comme pour une loi de probabilité sur un univers fini, Py est entiérement déterminée par les
(Px({z}))zex(q)- Cest ce qu'il suffit de donner quand on demande la loi d’une variable aléatoire.

~(Définition et théoréme E3.4 ) N

On dit que deux VA X et Y ont méme loi ou sont égales en loi lorsque 'une des deux
conditions équivalentes suivantes est vérifiée.

(i) Px = Py.
(ii) Ve € X(Q), P(X =z) = P(Y = x).
On note alors X ~ Y.

1.2 Espérance, variance

/:(Déﬁnition E3.5 ) N

L’espérance d’une variable aléatoire réelle X est

E(X) =) zP(X =),

zeE

Une variable aléatoire d’espérance nulle est dite centrée.

\\ ~/

ﬁ[Proposition E3.6 } N

L’espérance d'une VAR X est donnée par E(X) = Z X(w)P({w}).
wen
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ﬁ[Proposition E3.7 } ~

Soient X et Y deux VAR et A, u € R. Alors

e linéarité : E(AX + pY) = AE(X) + pE(Y),
positivité : si X est a valeurs positives, alors E(X) > 0.
croissance : si P(X <Y) =1, alors E(X) < E(Y).
inégalité triangulaire : |E(X)| < E(|X]).

. /

—(Définition E3.8 } N

La variance d’une variable aléatoire X & valeurs dans £ C R est
V(X) =E((X - E(X))?)

et son écart-type est o(X) = 1/V(X). Une variable centrée de variance égale a 1 est dite centrée
réduite.

\ o’

ﬁ[Proposition E3.9 } N

Avec les notations ci-dessus, on a
(i) V(X) =0,
(i) V(X) =0 P(X =E(X)) =1

Proposition E3.10 (Koenig-Huygens)}

Soit X une variable aléatoire réelle. Alors V(X) = E(X?) — E(X)2.

ﬁ[Proposition E3.11 } N

Soient X,Y deux variables aléatoires réelles et a,b € R. Alors V(aX + b) = a*V(X).

& J
/:[Proposition et définition E3.12 ) N\
: X - E(X) ) s P
Si X est une VAR, T est centrée et réduite. On appelle cette v.a. la centrée réduite
o
de X, notée X*
\ J
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1.3 Lois usuelles

—(Définition E3.13 }

On dit que la variable X suit une loi certaine de paramétre a € R lorsque X (Q) = {a} et

Proposition E3.14 }

Si X suit une loi certaine de parameétre a € R, alors E(X) = a et V(X) = 0.

~{Définition E3.15 }

On dit que la variable X & valeurs dans ’ensemble fini £ suit une loi uniforme lorsque
Vr e B, P(X = 2) = —
x ) =)= —.
|E|
On note alors X ~ % (E).
\>
ﬁ[Proposition E3.16 }
1 21
Soit m € N* et X ~ % ([1,n]). Alors E(X) = —— et V(X) = 2

/:(Déﬁnition E3.17 )

On dit que la variable X & valeurs dans {0, 1} suit une loi de Bernoulli de parameétre p € [0, 1]
lorsque

On note alors X ~ B(p).

Proposition E3.18 }

Soit p € [0,1] et X ~ B(p). Alors E(X) =p et V(X) = p(1 —p).
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—Définition E3.19 } |

On dit que la variable X a valeurs dans [0,n] suit une loi binomiale de parameétres n € N* et
p € [0,1] lorsque
n

Vk € [0,n], P(X =k) = <k>pk(1 e

On note alors X ~ B(n,p).

Proposition E3.20 }

Soit p € [0,1],n € N* et X ~ B(n,p). Alors E(X) =np et V(X) = np(1 — p).

1.4 Inégalités

(:[Théoréme E3.21 (Inégalité de Markov)} 3

Soit X une VAR positive. Soit a > 0. Alors

E(X
P(X >a) < ( )
a
\ o’
Dém. E3.21
Soit a € RY.
EX)= Y aP(X=2)= Y zP(X=2)+ » aP(X=ux)
zeX(Q) zeX(Q) zeX(Q)
r<a r=>a
E(X)>a Y P(X=z)=aP(X >a).
zeX(Q)
xr=a
(:[Théoréme E3.22 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev)j[ N
Soit X une VAR. Soit € > 0. Alors
V(X
P(X ~E(X)| > ) < ).
\ o’

Dém. E3.22

On applique I'inégalité de Markov a la VAR (X —E(X))? et a = €2,
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1.5 Transfert

~ Théoréme et définition E3.23 }

Soit X : Q@ — E une VAR et f : E — F une application. On appelle image de X par f la
variable aléatoire fo X : Q — F, notée f(X).
La loi de f(X) est donnée par

VA€ PR), P(f(X)eA)=P(Xecf(4))= > PX=ux).

z€X ()
flx)eA

Proposition E3.24 }

Soit X,Y deux VAR & valeurs dans F et f : £ — [ une fonction réelle. Si X ~ Y, alors
f(X) ~ ).

= Theoreme E3.25 (transfert) |

Soit X une VAR et f: R — R une fonction réelle. Alors

E(f(X))= ) [@)P(X=2)

z€X(Q)

2 Couple de variables aléatoires

2.1 Indépendance

Définition E3.26 }

Deux VA X et Y sont dites indépendantes et on note X I Y lorsque

V(z,y) € X(Q) x Y (Q), P([X = 2]N[Y =y]) = P(X = 2)P(Y = y).
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/:(Déﬁnition E3.27 ) N

Soit U € P(f2) un événement non négligeable et X une VA. On appelle loi conditionnelle de
X sachant U la loi de X relativement & lespace probabilisé (2, Py), autrement dit

P(X(©2) — [0,1]

A — Py(XeA)=P(XeA))

\\ ~/

Remarque. En particulier si X,Y sont deux VA et y € Y () tel que P(Y = y) # 0, on définit la probabilité
conditionnelle de X sachant {Y = y} par

Ve e X(Q), P(X =2)|(Y =) = Px {z}{Y =y}) =

Proposition E3.28 j

Deux VA X et Y sont indépendantes si et seulement si pour tout y € Y(Q2), Px ({z}|{Y =y}) =
Px ({z}).

2.2 Lois d’un couple de VA

/:(Théoréme et définition E3.29 j N

Soit X et Y deux VA sur & valeurs dans F et F' respectivement.
(i) L’application (X,Y): Q@ — EXxF est une VA, appelée couple de variables

w = (X(w),Y(w))
aléatoires.

(ii) La loi du couple (X,Y) ou loi conjointe de X et Y est

Pxy): P(X,Y)(Q) — [0,1]

U — P(X,Y)el)

(iii) Les lois de X et Y sont appelées lois marginales du couple (X,Y).

\ o’

Notation. On note P ((X,Y) = (z,y)) = P((X =z)N (Y =y)), parfois aussi P (X =z,Y =y) (on peut
lire « probabilité que X =z et Y =y »).
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ﬁ[Proposition E3.30 } N

Soit (X,Y) un couple de VA.

eVzeEX(Q),PX=2)= Y P(X=z)n[Y=y)).
yeY (Q)

o Vy €Y (Q), P(Y =y)

I
i
=
I
s
D
>
I
2

Proposition E3.31 }

Soit (X,Y) un couple de VA et g : X(2) x Y(Q2) — E. Alors g(X,Y) est une VAR.

Exemples. Les cas les plus couramment étudiés sont X + Y, min(X,Y’), max(X,Y’), ou encore XY

/:[Théoréme E3.32 (Transfert)][ N

Sila VA Z = ¢g(X,Y) admet une espérance, alors

E(Z) = > 9(z,y) P(X = z) N (Y =y)).
(z,y)EX(Q)XY ()

Remarque. Cette propriété entraine également la linéarité de I’espérance.

2.3 Covariance

/:[Proposition et définition E3.33 ) N

Soit X et Y deux VA indépendantes. La covariance de X et Y est définie par
Cov(X,Y)=E(X —EX))E(Y —E(Y)) =E(XY) - E(X)E(Y).

On dit que X et Y sont décorrélées lorsque Cov(X,Y) = 0.
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ﬁ[Proposition E3.34 } N

Soit X,Y des VAR.
(i) La covariance est bilinéaire, i.e. pour X1, X5,Y7,Y5 des VAR et a,b € R,

Cov(aX; +bX2,Y) =aCov(X1,Y) + bCov(X2a,Y),
Cov(X,aY1 + bYs) = a Cov(X, Y1) + bCov(X, Ya).

(ii) La covariance est symétrique, i.e. Cov(X,Y) = Cov(Y, X).
(iii) Cov(X,X) =V(X) > 0 et Cov(X,X) = 0 si et seulement si X suit une loi certaine.

ﬁ[Proposition E3.35 } N

Soit X,Y deux VAR.
i) V(X+Y)=V(X)+2Cov(X,Y) + V(Y).
(i) E(XY)? < E(X)?E(Y)2

(iii) |Cov(X,Y)| < o(X)o(Y).

ﬁ[Proposition E3.36 } N

Soit X et Y deux VA indépendantes.
(i) E(XY) = ECOE(Y),
(ii) Cov(X,Y) =0,
(i) V(X 4+Y) =V(X) 4+ V().

2.4 n-uplets de variables aléatoires

/:(Déﬁnition E3.37 ) N

Des VA X1,..., X, sont dites mutuellement indépendantes lorsque

V(Ai)lgign c ﬁp(XL<Q)), P (ﬁ(Xl c AL)> = ﬁP(Xz S Ai).

i=1 i=1
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ﬁ[Proposition E3.38 } N

Soit X1, ..., X, des VA. On a équivalence entre

(i) les (X;)i<i<n sont mutuellement indépendantes,

n
(il) pour tout (A;)i1<i<n € HP(Xi(Q)), les (X; € A;)i<i<n sont mutuellement indépendants,
i=1

n
(iii) pour tout (z;)i<i<n € HXl-(Q), les (X; = #)1<i<n sont mutuellement indépendants.

=1

~ Théoréme E3.39 } N

Soit X1, ..., X, des VA mutuellement indépendantes.
(i) Soit 1 < m < n. Les VA (X;)1<i<m sont mutuellement indépendantes.
(ii) Soit fi,..., fn des applications. Les VA (f;(X;))1<i<n sont mutuellement indépendantes.

(iii) Lemme des coalitions. Soit I et J non vides tels que [1,n] = IUJ et F, G deux applications.
Alors les VA F((X;)icr) et G((X;)jes) sont indépendantes.

= Théoréme E3.40 } N

Soit p € [0,1], X1,...,X,, des VA mutuellement indépendantes suivant toutes une loi B(p). Alors
n

Z X; ~ B(n,p).
i=1

270



MPSI 2024-2025 P. Valéry E3. Variables aléatoires 271

Méthodes

e Mettre en relation la loi et la fonction de répartition d’une va-
riable aléatoire finie.

e Etablir la loi, I'espérance d’une variable aléatoire de la forme
Y = g(X).

e Déterminer la loi d’un couple (X,Y) de V.A.

> lorsque X et Y sont connues et indépendantes,

> lorsqu’on connait la loi de X et la loi conditionnelle de Y
sachant les événements (X = x).

e Déterminer les lois marginales connaissant la loi d’un couple de

V.A.
e Déterminer la loi d'une fonction d’un couple

> dans le cas des fonctions min, max avec la fonction de ré-
partition,
> dans le cas de la somme par produit de convolution.
e Déterminer 'espérance d’une fonction d’un couple
> par calcul direct,
> par théoréme de transfert.
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