TD A3. Calculs algébriques

1 Sommes et produits

’ Exercice A3.1 ‘ o

n
1 n?+n—2
Montrer que pour tout n > 1 entier, = .
kZQ k(k?—1) dn(n+1)

’Exercice A3.2‘ o2
Soit (a;)ien+ une famille d’éléments de [0, 1]. Montrer par récurrence que

n

Vn € N, 1—Zai<ﬁ(l—ak).

=1 =1
’Exercice A3.3‘

Soit n € N*. Calculer

n 1 n
1. Zln<1+k>, 5.8 k2" (poser j =k — 1),

k=1 k=1

- "1 1
2.3 (3" 2k +n—1), 6. 3% <_>

1 k:Z1 kK n+1-k

i k 2n
3';(“1)!’ 7.3 In—kl,

. k=1

n
4. Z(2k5 + 1)? (de deux maniéres différentes),
k=0

’ Exercice A3.4 ‘

1. Déterminer deux réels a et b tels que Yk € N*, k:(k:1+1) = % + k:4b—1 En déduire ; k:(k:1+1) pour
tout n € N. B
2. ¥ Déterminer deux réels ¢ et d tels que Vk € N¥, # _— + L En déduire i # pour
kE(k+2) k k+2 P k(k+2)
tout n € N.

’ Exercice A3.5 ‘ ¥

Soit n € N*. A l'aide du changement d’indice j = n — k, calculer S, = E cos? (l;nr)
n
k=0

’ Exercice A3.6 ‘ o2

1

1. Rappeler pourquoi Yz € R, [2z| — |z| = |z + §j

1



2 A3 Calculs algébriques

. N Dz 42k
2. Soit x € R et n € N*. Calculer Z )

2k+1
k=0
’Exercice A3.7‘ ¥
2n 2n
Soit n € N*. Calculer Zmin(k,n) et en déduire Zmax(k, n).
k=0 k=0

’Exercice A3.8‘
Soit n € N tel que n > 2. Calculer

’Exercice A3.9‘
Soit p € N et n € N*. Ecrire les expressions suivantes avec le symbole produit puis a I’aide de factorielles.

L. A=(p+1)(p+2)...(p+n),
2. B=2x4X6x...X2p,
3. C=1x3x5x...x(2p+1).

’ Exercice A3.10 ‘ o g e

Soit n € N*. Calculer P = H cos (%)
k=1

2 Coeflicients binomiaux

’Exercice A3.11 ‘
Soit n € N*. Calculer

1. ;;(Z) 2. no(—1)k<z>, 3. iz’f(Z)

’Exercice A3.12‘ ¥
Soit n € N*.

—1
1. Montrer que pour tout k € [1,n], k(n) = n(n 1) (formule du Chef).
2. En déduire zn:k " .
k=1 k

Exercice A3.13 ‘ ¥

n n
Pour tout n € N, on pose A = kZ_:OQk <27;) et B = kZ_OQk (2];:_ 1>'

1. Exprimer (1 +1/2)" et (1 —v/2)" a I'aide de A et B.
2. En déduire les valeurs de A et B.
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3 Sommes doubles

’Exercice A3.14‘ o
Soit n € N*. Calculer

LY LY i+,

0<ij<n 1<i<j<n
2. % 5. ) (i),
1<i,5<n 1<i<j<n
n n 1
3. 7, . —.
2 3.3
I<igysn k=1 i=k
’Exercice A3.15‘ ¥
Soit n € N*.
1. Calculer Z min(s, j) et Z max(i,7) .
1<i,j<n 1<i,j<n
2. Calculer Z li — j]-
1<i,j<n

’ Exercice A3.16 ‘

n?—1
Soit n € N. Calculer S,, = Z L\/%J
k=0
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