MPSI Paul Valéry pour le 17/09/25
DEVOIR MAISON N° 2

La présentation, ’orthographe et la qualité de la rédaction seront prises en compte.

Les résultats devront étre |encadrés|.

La recherche de l’intégralité du sujet est indispensable pour tous.
Cependant, vous rédigerez un devoir par binéme, avec relecture mutuelle. Bien stir les
écritures des deux signataires devront apparaitre de maniére significative dans la copie.

Probléme 1

1. Soit x € R. On a

cos(3x) — cosx = sinx sin(4x) < —2sin(2z) sinz = sin z sin(4x)
< 2sinzsin(2z) (cos(2z) +1) =0
& sinz =0 ou sin(2z) = 0 ou cos(2x) = —1
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En effet, si z =0 [7r] ou z = 5 [r], alors en particulier, z =0 [5]

L’ensemble des solutions de ’équation est {kg | ke Z} .

2. Soit z € [0, 27]. sin(z) € [-1,1] donc |sin(x)] € {—1,0,1}.
1er cas : |[sin(z)| = 1. Alors z = g Dans ce cas, cos(4z) = 1, donc on a une solution de I’équation.

2¢ cas : |[sin(x)] =0. Alors z € [0, 7] \ {g} On résout
cos(4z) = 04z = g [7]
km
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Parmi ces valeurs, seules g, g, 87T et g sont dans [0, 7] \ {%}

3¢ cas : |[sin(z)| = —1. Alors = € |7, 27|
On résout cos(4zr) = -1 & x € { —, }
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Parmi ces valeurs, seules T et — sont dans |7, 27[.

Finalement les solutions sont
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3. (a) En utilisant que 112 = g - %,
cos (%) = cos (%) cos (%) + sin (g) sin (%) sin (%) =sin (g) cos (%) — Cos (g) sin (Z)
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(b) Soit =z € R. Alors
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4. (a) Soit z € R. Alors

22)? +sintz = (1- 2sin® z —|—sin4x) +sintz

=1—2sin®z(1 —sin®z) =1 — 2sin®zcos’ z

cos?z 4+ sin*z = (1 — sin

1
cos?z +sintx =1 - 3 sin’(2x) |

(b) Soit z € R. Comme cos (a: + g) = —sinz, on a

S(z) = cost z + cos? (x + %) + cos? (x + g) + cos? <x _ %)

4
= costz + (— sin (a: - %)) + (—sin(z))* + cos* (a: - %)
= cos* z + sin* x + cos? (:U — %) + sin? (:U — %)

- (1 - ;sin2(2x)) + (1 - %sinQ (2 (m - D))
=2 — —sin?(2z) — %sin2 (20-7)

1
sin?(2x) — 3 cos?(2z) =2 — =




Probléme 2

Soit z,y € R

1. Des parties entiéres.

(a) Ona |z] <z < |z|+ 1. En ajoutant n aux trois membres on obtient
lz|+n<z+n<|z]+n+1l

et |x| +n € Z. Par unicité dans la définition de |z + n],

le+n)=z]+n]

(b) Posons m = |x] et n = |y]. Alors
lz] <z <|z]+1,  lyl<y<ly]+1L

En sommant, |z| + |y] <z+y < |z]|+ |y] +2,s0it 0< [z +y| — (|| + |y]) < 2.
Comme [z +y| — ([z] + |y]) €Z, on a

e +y) - (l=] + ly) € {0, 13}

(c) Ecrivons x =m +s,y =n+tavecm = x|, n = |y| et 5,t € [0,1]. D’aprés la premiére question,
on a
lz|+ |yl + e +yl=m+n+ | m+n+s+t] =2m+2n+ [s+t],

puis
|12z] + [2y] = [2m + 25| + [2n+ 2t] = 2m + 2n + [2s] + | 2t].
Il reste donc a vérifier, pour s,t € [0, 1], que

ls+t] < [2s] + [2t].

On distingue les cas :

e sis<jett<i,alors|2s] =2

Oet s+t<1,donc |s+t] =0;
alors [2s] + [2t] =1 et |s+t] € {0,1};

— si un des deux (exactement un) e 3,
1 donc |2s|+ [2t] =2et 1 < |[s+t] < 1.
‘ol

t]
st
— sis>jett> 3, alors [2s] = |2t] =
Dans tous les cas |s +1t| < |2s] + |2¢], d

>

o)+ y) + Lz +y) < [22) + [29] |

2. Des valeurs absolues.
(a) On a l'identité
2z = (z+y) + (z —y).

Par l'inégalité triangulaire,
20| = [2z] = [(z +y) + (z —y)| < [z +y[ + [z —y].
De méme 2|y| < |z + y| + |r — y|- En sommant ces deux inégalités et en divisant par 2 on obtient

2| + [yl < |z +y|+ |z =yl

o] + [yl < |z +y| + = — y]|
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(b)

Développons
zy—1l=(z—-1)(y—1)+(x—-1)+(y—1).

Par l'inégalité triangulaire,
vy — 1| < |z = Uy = 1+ |z = 1 + [y - 1].
En ajoutant 1 des deux cotés :

I+jzy -1 <1+lz—1+ly—1+|lz-1y—1 =0+ |z - 1A+ |y - 1]).

[T fey— 1<tz 1) +]y 1)) |

Par l'inégalité triangulaire on a 1+ |z + y| < 1+ |z| + |y, d’ou
1-1 1 1
w(oyyy =2yt o 1
14 |z +yl 14 |z +y L+ x| + |y

e I R
L+lzl+ 1yl T+[z[+y] 1+ [z + |y
1+ |z| = 1+ |z + |y

Puis u(z +y) <

Comme 1+ |z] < 1+ |z| + |yl,

car |z| > 0.

yl o 1yl

De méme > .
L+lyl = 1+ x| + |y

|y|

< , Soit
1+ |z 1+|y|

Finalement, u(z + y)

| u(z +y) <ulz) +uly) |




