MPSI Paul Valéry Corrigé
DEVOIR SURVEILLE N°1

Probléme 1

Soit n € N*.
1. Premiére approche
-1
(a) Pour tout 1 < k < n, k(Z) = n(Z B 1). Voir TD (formule du Chef).
n n—1
-1 —1
o) Done s =03 (1 71) =n X (" 1) =lnz ]
k=1 k=0

n
n
2. Deuxiéme approche : pour tout z € R, soit f(z) = <l<:> 2k
k=0

(a) Pour tout z € R, f(z) = (1 + )" | (formule du bindme).

(b) On admet que la fonction f ainsi définie est dérivable sur R. Pour tout € R, on a d’une part

n
f'(z) = n(1 4 2)""'|. D’autre part en dérivant la somme terme a terme, | f'(z) = Z (Z) kakt
k=1

(attention : le terme pour k = 0 est constant en z et donc s’annule en dérivant).

n

(¢) On a donc pour tout = € R, Z (kz

k=1
[§=n2"]

3. Deuxiéme approche, bis : on définit sur R la fonction g : x +— (1

>kxk_1 = n(1 +2)""!. En évaluant en z = 1, on obtient

e®)", que ’on suppose dérivable.

_|_
(a) Par la formule du bindéme, pour tout = € R, | g(z) = Z n> (e®)F |

n
(b) En dérivant la somme, on a pour tout x € R : [¢/(z) = Z (n) e®k(e%)*~1 | Par ailleurs, en

dérivant 'expression initiale, on obtient | ¢'(z) = e"n(1 +e

n
(¢c) On a donc pour tout z € R, Z <Z> k()1 = e®n(1 + )" L. En évaluant en = 0, cela

k=1
donne 5 = 2!

4. Troisiéme approche

1
(a) La formule de Pascal donne : <n—]: > = <Z> + <k " 1) . On peut aussi en adapter la démons-

tration et refaire le calcul.

1
1 1
(b) D’une part, Zk<k> = <1> = 1. D’autre part, 1 x 2'7! = 1. Donc la formule est vraie
k=1

au rang 1.
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= n2"! k 2"
CEDY (k)+
=D
H.R.
n2n71+n2n71+2n

= (n+1)2"
Ceci achéve 'hérédité.

binéme

n

n
On a donc montré par récurrence que pour tout n € N, Z /{7<k> =n2" 1|
k=1

5. Quatriéme approche

(a) Comme O<g> =0, on aaussi S = Z k <Z> Le changement d’indice j =n — k donne :
k=0

s=Sa (") =S (1) =035 () 5i() A 5=

J=0 Jj=0 7=0

(b) Ainsi 28 = n2", d'ou | § = n2"~!].

6. Soit n > 2. Reprenons la deux1eme approche et la fonction f dont on a calculé la dérivée :

pour tout € R, f'(z Z k( ) =n(1+2)"" 1. En dérivant une seconde fois, on obtient pour

tout z € R* : f Zk -1) ( > =n(n—1)(1+z)"2

Cela donne (en ajoutant le terme pour k£ = 1 qui est nul puis en séparant la somme) :

n(n —1)(1 +z)" ZH( ) k_QZn:k<n>xk_2
D'ol, en évaluant en z = 1 : Zk2< > Zk(Z) _ 122,

k=1

Donc Zk2 <Z> = —1)2" 2 2 = 2" 224 n - 1).



Cela donne ; k2 <Z> =n(n+1)2"?|

Probléme 2
1. Soit z,y € R.
e Tout d’abord, x < |z|. En effet, soit x = |z| (si x > 0), soit z = —|x\ <0< |zl
e La méme distinction donne aussi —z < |x| ainsi que y < |y| et —y < |yl

e Comme z < |z| et y < |y|, z+y < |z + |yl
Comme —z < |z| et —y < |y|, —(x +y) < |z| + |yl

e Finalement |x +y| =2 +y ou —(z + y). Dans les deux cas, on a ’ |z +y| < |z| + |y ‘
2. Dans le cas n = 2, c’est la question .

- Soit n > 2 un entier. On suppose que pour tous x1,...2T, € R,

n
Do

n
< _lail
=1

i=1
n+1 n
Soit maintenant x1, ... Ty, Tp+1 € R. Alors g T;| = E i | + Tnt1)-
i=1
n+1 n
En utilisant le cas n = 2 avec g z; | et xp41, o0 a E xT; |+ |Tng1]
=1 =1
n+1 n+1
D’apreés 'hypothése de récurrence, E x| < g |zi| | +|zns1| = E |;|, soit 'inégalité recher-
i=1 i=1 i=1

chée.

Le but de cette partie est de montrer par récurrence, pour tout n € N*, la propriété P(n) :

n 2 n n
Pour tous nombres réels a{,...,a, et by,...,b,, on a (Z aibi> < (Z a?) X (Z b?) .
i=1 i=1

=1

3. Pour tous ai,b; € R, on a (albl) = a1b2 donc a fortiori (a1b1)2 < a%bf .

4. Soit aq, B1, ag, B2 des nombres réels.

(a) 3B + alfi — 201006182 = (aaf — a1 f2)? donc |a3f7 + alfBs — 2aia96162 = 0
(b) Soit a1, f1, a0, B2 € R.
2

(Z m&) (11 + @22)” = i B + 20102182 + 0585 < aifi + 0357 +ai B + i85 d’apres
la question précédente.

2 0 2va2 1 A2 242 1 2032 1 2732 4 202 :
Or on constate que (af + o3) (67 + B3) = a1B] + a357 + aif5 + o363, ce qui montre P(2).

5. Soit n > 2 un nombre entier. On suppose que la propriété P(n) est vraie.
Soit maintenant aq,...,an+1 €t b1,...,bp+1 des nombres réels.

(a) L’hypothese de récurrence, appliquée aux nombres |a;| et |b;|, donne :

n 2 n n
(Z |aibz’|> < (Z |a¢|2> X (Z |bi|2> ou encore, toutes les quantités étant positives :

=1 =1 =1



n n n
D laibil < (| laif? (| 1Bl
i=1 i=1 i=1
n+1
Alors Z la;b;| = <Z la;b; |> +|an+1]bnt1] < Z |a;|? Z |bi|? + |an+1][bnt1], ce qui montre

i=1 i=1 i=1 i=1
I'inégalité souhaitée.

(b) En élevant au carré le résultat précédent, on a :

n+1 n n
(e ) < (S lei | S0 + el
1=1 =1

En utilisant la propriété de la question 4b avec a; =

n n
D lail?, Br= | D Ibil% a2 = |any] et
=1 =1

B2 = |bp+1]|, on obtient :

(g:lmzb \) < Kz:]r?) " ranm] x [(;W) + \bnm] |
() = (Ser) < (5509),

soit enfin :

n+1 n+1
(c) Par l'inégalité triangulaire montrée en début de probléme, on a : Z a;b;| < Z |a;b;|, soit encore :
i=1 i=1
n+1 2 n+1 2 n+1 n+1
(Z aibi> < (Z |aibi!> < (Z !af) X (Z |bi\2). Or bien sar |a;|? = a? et |b;|> = b? pour
i=1 i=1 i=1 i=1

tout <.

n+1 2 n+1
Finalement, <Z aibi> g( ) ( > )
1).
)

Ceci achéve la démonstration de P(n +
P(n) étant vraie pour n = 1 (question 3) et (on 'a achevé a I'instant par récurrence) pour tout
nz

Probléme 3

1. (a) Soit ¢ € R et z €]0,27]. On montre par récurrence que la propriété suivante est vraie pour tout
n e N*:

2, | elle est vraie pour tout n € N* |,




Pour n =1, on a A,, = cos(x + ) et
. (nz )
sm(i) COS((n+1):1: ‘HO) _ s?n( )
sin (5) 2 sin ( )
Donc P; est vraie.

Soit n € N*. On suppose P, vraie. On a alors, d’aprés ’hypothése de récurrence :
Apy1 = Ap +cos((n+ 1)z + ¢)

M

cos(z + ) = cos(x + ¢).

M

B sin () cos (("+1) + cp) +sin (£) cos((n+ 1)z + ¢)

sin (3)

D’aprés les formules de linéarisation, on obtient :

An+1 =

—sin (£ + ¢) +sin((n+%)x+gp)
2sin (%)
Finalement, d’apreés les formules de factorisation :
N sin <("zl)w) cos <("+2) + cp)
mHe sin (2)

Donc P, est vraie.

D’ou le résultat, d’aprés le principe de récurrence.
Soit 1 € R, n € N* et x €]0,27[. Comme Vy € Rsiny = cos (y - %)’ on a :

n

B, = Zsin(kx+¢) = zn:cos (kac—i-w - g) .
k=1

k=1
T
Ainsi, en appliquant le résultat précédent avec ¢ = ) — 5 on obtient :

B, — sin ("—23”) cos ((n—i—l)x Lo 727>

sm( ) 2

=S (M)

IR

Hw3

2 2
Soit X e R.OnacosX —sinX = \@({COSX— {sinX) = [v2cos (X—i—%) .

Soit n € N* et x €]0,27[. D’apreés les questions précédentes, avec ¢ = ¢ = 0, on a ’équivalence
suivante :

) & Zcos (kz) Zsm(m) o () <(n + 1):r> () <(n + 1)x)

2
k=1

@i () oo () = () ()
o (con (52) o (5 () =0




Enfin, comme VX € Rcos X — sin X = v/2cos (X + %), on en déduit

3. (a) Soit z € R. On a les équivalences suivantes.

(n+1Lx w\ . /nxy (n+Lx  m\ AN
cos( 5 —1-4 sm(2)—0<:>cos 5 —1—4 —00u51n(2)—()
m+lzx 7w = nr
& 5 +4_2[7r]ou 5 = 0[n]
7r 27 2m
(F) &2 =507 {n%—l] o= [n]

Ainsi, 'ensemble des solutions de (F') sur R est

yF:{mkEZ}U{?|€€Z}.

(b) Pour déterminer les solutions de (E) sur ]0,27[, on résout les équations suivantes d’inconnues

k.LeZ:
4k + 1w
— <2 4k +1<4 1
2+ 1) <2mre0<4k+1<4(n+1)
o changt?
4 "y
S0<k<n

20
0<—7r<27r<:>0<€<n
n

S1<l<n-1
On en déduit ’ensemble des solutions de (E) sur |0, 27 :

yE:{W\keﬂo,nﬂ}u{?Me[[l,n—l]]}

4. Supposons n non multiple de 4. Dans la réunion précédente, le premier ensemble contient exactement
n + 1 éléments et le second n — 1. Si ces deux ensembles sont disjoints, alors la réunion .5 contiendra

exactement 2n éléments. Raisonnons par ’absurde et supposons que ces deux ensembles ne soient pas

@k+Dm %, On en déduit alors
2(n+1) n

(4dk+1)n=4(n+1)¢, doa n =4 ((n + 1) — kn). Comme (n + 1)¢ — kn est entier, n est un multiple
de 4, ce qui contredit notre hypothése. D’ou le résultat.

disjoints. Il existe alors k € [0,n] et £ € [1,n — 1] tels que



