MPSI Paul Valéry 18/10/2025
DEVOIR SURVEILLE N° 2

Les résultats devront étre |encadrés |

Si le candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il ’indique sur sa copie et
poursuit en expliquant les initiatives qu’il a été amené a prendre.

Exercice 1

Les trois questions de cet exercice sont indépendantes.

1. Soit f:][-1,1] = Ret g : R — R. Vrai ou faux ? (Justifier)
(a) Si f est paire, alors g o f est paire.
(b) Si f est impaire et g est impaire, alors g o f est paire.
(c) Sigo f est impaire, alors f ou g est impaire.
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Déterminer I’ensemble de définition et de dérivabilité de f.

2. Soit f:x— et Cy sa courbe représentative.

Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
Préciser les asymptotes a Cy.
Donner une allure de la courbe représentative de f.

(a) Donner I'ensemble de définition et de dérivabilité de g.

(b) Déterminer les variations de g. En déduire un intervalle I de R tel que la restriction de g a cet
intervalle soit bijective.

(c) Déterminer alors une expression de sa bijection réciproque (en précisant son ensemble de défini-
tion).

Probléme 1

On considére la fonction
R

fPR —
x — xe

T

et on admet qu’elle est dérivable sur R.

1. Calculer la limite de f en 4+00. On admet que f(x) —— 0.
T——00
2. Exprimer la dérivée de f puis dresser le tableau de variations de f ou l'on fera apparaitre notamment

f(=1).

3. Tracer une allure du graphe de f.
1

4. Montrer que f réalise une bijection de [—1, 400[ dans [—, +o0 [
e

Dans toute la suite, on note W la bijection réciproque de f|[_17+oo[.



Etude plus compléte de la fonction W

5. Montrer que W (e) = 1. Déterminer également W (0) et W(—1/e).

6. A partir des variations de f, dresser le tableau de variations de W sur son domaine de définition et
préciser sa limite en 4o0.

7. En déduire le signe de W (z) en fonction de x.

1
8. (a) Montrer que W est dérivable sur ] -, +oo[ et exprimer W',
e

(b) Montrer que pour tout = € ] —%, +00 [ \ {0}, on a W'(z) = m

9. Déduire de ce qui précede que Va € [e, +oo[, W(z) < In(z).
Probléme 2

Prérequis
1. Enoncer et démontrer I’inégalité triangulaire dans C.
2. Montrer que pour tous 2,2’ € C, |z| — 2| < |z + #/|.

3. Soit z € C tel que |z| > 1. Montrer que pour tous p,q € N, si p < g, alors |2P| < |29|.
Le probléme

Soit n € N* et soit ag, a1, ..., a, des réels positifs tels que 0 < ap < a1 < ... < a, et a, # 0. Pour z € C,
n
on pose P(z) = Z apzt.
k=0

Le but du probléme est de montrer que les solutions complexes de ’équation P(z) = 0 sont toutes de module
inférieur ou égal a 1.

n
Pour z € C, on pose aussi A(z) = —ap + Z(ak’—l —ap)z".
k=1

4. Montrer que

n

Vz € C, |A(2)] <) (ar — ar-1)|2" + ao.
=1

5. En déduire que pour tout z € C, si |z| > 1, alors [A(2)] < an|2|™.
6. Montrer que
Vz € C, |(z = 1)P(2)| = an|2" Y — |A(2)].
7. En déduire que pour tout z € C, si |z| > 1, alors [(z — 1) P(2)| = an|2|"(]z] — 1).

8. Conclure.

Probléme 3

Pour tout z € C, on définit le cosinus de z par
eiz + e—iz
2
et on appelle ® : C — C la fonction cosinus complexe définie par ®(z) = cos z.

Le but de ce probléme est de définir une fonction arccosinus complexe qui serait au cosinus complexe ce
que la fonction arccosinus usuelle est au cosinus réel.

COS z —



A

1.

B

Préliminaire
Montrer que pour tous x,y € R, on a

cos(z + iy) = cosxchy —isinxshy.

Parties adaptées, exemples

Etant donnés deux ensembles non vides E et F, une fonction f : E — F et A une partie non vide de E,
on appelle fq la fonction fq4 : A — f(A) .

x — f(x)

On dit que A est une partie adaptée a f lorsque f4 est bijective.
On va maintenant étudier ® sur différents sous-ensembles de C afin de déterminer un ensemble optimal
ou définir une réciproque.

2.

C

Soit Ay = [0, 7].

Déterminer ®(A;), montrer que A; est adaptée a ® et déterminer @Z}.

Soit Ay ={z€ C|Rez=0et Imz> 0}.

Déterminer ®(Ag), montrer que Ag est adaptée & ® et déterminer @Z;.

Soit A3 ={z€ C|Rez=met Imz <0}.

Déterminer ®(As), montrer que As est adaptée a ¢ et déterminer (DZ;'

Soit Ay = A1 U Ay U As.

On admet que Ay est adaptée a O (les courageuz pourront se demander comment démontrer que l'union
de parties adaptées dont les images sont deux a deuz disjointes est encore une partie adaptée...ce n’est

pas demandé ict car un peu technique et pas fondamental, cependant il est important pour la suite du
probleme de bien comprendre ce résultat admis)

Déterminer ®(Ay4) et déterminer @Afi.

Résolution de I’équation cosz = a

Soit a € C\ R.

6.

Soit z € C. Montrer que cosz = a si et seulement si e* est solution d’une équation du second degre
que l'on notera (E).

Montrer que (E) admet dans C deux solutions distinctes u; et ug. Déterminer ujug et uy + ug et
montrer que ces solutions ne sont pas réelles.

8. En déduire qu’il existe un unique couple (pq, 84) €]0, +00[x]0, 7[ tel que pye?® soit solution de (E).

9. Montrer que p, # 1.

10.

11.
12.

Soit A5 = {z € C| Rez €]0, 7| et Imz # 0}.
Montrer qu’il existe un unique z € As tel que cos z = a et I'exprimer en fonction de p, et 0,.
Cet élément de As sera désormais noté ((a).

Calculer ((7).
Exprimer ((—a) en fonction de ((a).



13.

14.
15.

16.

17.

Il est temps de conclure

Représenter sur un méme dessin les ensembles Eq, Fy, F3 et E5 de points du plan dont les affixes sont
dans A, Ay, Az et As respectivement.

Déterminer ®(As).
Soit Ag = A4 U As. Comme pour Ay, on admet que Ag est une partie adaptée a P.
Déterminer ®(Ag).

On définit la fonction arccosinus complexe par

Déterminer I'(a) en fonction de a (en discutant selon les valeurs de a).

Montrer que I'(a) + I'(—a) = 7.



