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Problème 1

Dans tout le problème, (un)n∈N désigne une suite réelle bornée.

1. Les parties A et B sont non vides, majorées et incluses dans R, d'après la propriété de la borne

supérieure sup(A) et sup(B) existent. Par dé�nition de la borne supérieure, on a :

∀b ∈ B, b ≤ sup(B)

Comme A ⊂ B, on a en particulier :

∀a ∈ A, a ≤ sup(B)

Par passage à la borne supérieure, on obtient bien : sup(A) ≤ sup(B).

Si A ⊂ B alors sup(A) ≤ sup(B)

A Dé�nition

2. (a) Soit n ∈ N.
• En est une partie de R
• En est non vide car un ∈ En par dé�nition de En

• En est majoré et minoré car (un) est bornée

D'après les propriétés de la borne inférieure et de la borne supérieure, cela su�t à a�rmer que

En possède une borne supérieure et une borne inférieure.

sup(En) et inf(En) existent

(b) Soit n ∈ N, on a En+1 ⊂ En. En e�et, pour tout k ∈ N, on a : (k ≥ n + 1) ⇒ (k ≥ n). D'après
la question préliminaire, qui s'applique car pour tout n ∈ N, En est non vide et majoré, on a

sup(En+1) ⩽ sup(En). C'est-à-dire sn+1 ⩽ sn.

(sn) est décroissante

En utilisant la même démarche que dans la question préliminaire, on démontre que si A ⊂ B avec

A et B deux parties de R, non vides et minorées alors inf(A) ≥ inf(B). Dans notre contexte, on

obtient que pour tout n ∈ N, in+1 ≥ in.

(in) est croissante

(c) Par hypothèse, la suite (un) est bornée, ainsi il existe (m,M) ∈ R2 tels que pour tout n ∈ N,
m ⩽ un ⩽ M .

D'autre part, par dé�nition de la borne supérieure, pour tout n ∈ N, sn est un majorant de En,

c'est-à-dire que :

∀k ≥ n, uk ⩽ sn
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En particulier la suite (sn) est minorée par m. La suite (sn) est décroissante et minorée par m,

d'après le théorème de la limite monotone, elle converge.

De même, pour tout n ∈ N, in est un minorant de En donc :

∀k ≥ n, M ≥ uk ≥ in

La suite (in) est croissante et majorée par M , elle converge.

(sn) et (in) convergent

3. (a) Si la suite (un) est constante égale à 0 alors pour tout n ∈ N, on a : En = {0} et sn = in = 0.
Dans ce cas Ls = Li = 0.

Ls = Li = 0

(b) Dans ce cas, pour tout n ∈ N, on a : En = {−1, 1}. On en déduit que pour tout n ∈ N, sn = 1 et

in = −1 ainsi :

Ls = 1 et Li = −1

(c) Pour tout n ∈ N, on a : En =
{ 1

k + 1
, k ≥ n

}
. On a :

• La borne supérieure de En vaut
1

n+ 1
car c'est le maximum de En.

• La borne inférieure de En vaut 0. En e�et :

▶ 0 est un minorant de En

▶ Pour tout ε > 0, 0 + ε n'est plus un minorant car d'après la dé�nition de la limite :

∃N ≥ n,
1

N + 1
< ε

Finalement pour tout n ∈ N, sn =
1

n+ 1
et in = 0, on en déduit que :

Ls = Li = 0

B Lien avec la convergence

4. Pour tout n ∈ N, la borne supérieure de En est en particulier un majorant de En et la borne inférieure

de En est un minorant de En. Ainsi :

∀k ≥ n, in ⩽ uk ⩽ sn

En particulier :

∀n ∈ N, in ⩽ un ⩽ sn

On a lim
n→+∞

in = lim
n→+∞

sn car Li = Ls, d'après le théorème d'encadrement, on en déduit que lim
n→+∞

un =

Li.

(un) converge
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5. En reprenant la démarche de la question précédente, on a :

∀k ≥ n, in ⩽ uk ⩽ sn

En particulier, si on appelle φ : N → N l'extractrice (telle que vn = uφ(n) pour tout n), pour tout

n ∈ N, on a φ(n) ≥ n donc :

∀n ∈ N, in ⩽ uφ(n) ⩽ sn

On passe à la limite quand n tend vers +∞ et on obtient :

Li ⩽ lim
n→+∞

uφ(n) ⩽ Ls

6. Soit ε > 0, par dé�nition de la limite, il existe n0 ∈ N tel que pour tout n ≥ n0, |un−l| ⩽ ε, c'est-à-dire :
l − ε ⩽ un ⩽ l + ε.

Par passage à la borne supérieure et à la borne inférieure, il vient :

∀n ≥ n0, l − ε ⩽ in ⩽ sn ⩽ l + ε

On a démontré que :

∀ε > 0, ∃n0 ∈ N, ∀n ≥ n0, |in − l| ⩽ ε et |sn − l| ⩽ ε

C'est-à-dire que (in) tend vers l et (sn) tend vers l, par unicité de la limite :

Li = Ls = l

7. On va construire l'extractrice φ par récurrence forte.

• On pose φ(0) = 0.

• Fixons n ∈ N∗, supposons avoir dé�ni φ(k) pour k ∈ J0, n− 1K. On considère Eφ(n−1)+1 = {uk, k ≥
φ(n− 1)+ 1}, par dé�nition de la borne supérieure de cet ensemble, il existe p ≥ φ(n− 1)+ 1 tel que :

sφ(n−1)+1 −
1

n
⩽ up ⩽ sφ(n−1)+1

ceci puisque sφ(n−1)+1 − 1

n
n'est pas un majorant de Eφ(n−1)+1 et sφ(n−1)+1 est un majorant de

Eφ(n−1)+1. On pose φ(n) = p.

Par construction, on a pour tout n ∈ N∗, φ(n) > φ(n − 1) donc φ est strictement croissante. D'autre

part, on a :

∀n ∈ N∗, sφ(n−1)+1 −
1

n
⩽ uφ(n) ⩽ sφ(n−1)+1

Par passage à la limite, d'après le théorème d'encadrement, on a : lim
n→+∞

uφ(n) = Ls.

(uφ(n)) tend vers Ls
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C Un dernier ra�nement

8. Pour n ∈ N, on a pose Fn = {u2k, 2k ≥ n} et Gn = {u2k+1, 2k+1 ≥ n}. Ces ensembles sont non vides

et majorés donc fn = sup(Fn) et gn = sup(Gn) existent. Montrons que sn = max(fn, gn) et supposant
sans perte de généralité que fn ≥ gn.

• Pour tout k ≥ n, on a : sn ≥ uk, en particulier si 2k ≥ n, on a : sn ≥ u2k et si 2k + 1 ≥ n alors

sn ≥ u2k+1. Par passage à la borne supérieure, on a : sn ≥ fn et sn ≥ gn donc sn ≥ max(fn, gn).

• Il reste à démontrer que sn ⩽ max(fn, gn) = fn. Pour tout k ≥ n, on a :

uk ⩽ fn ou uk ⩽ gn ⩽ fn selon la parité de k

Par passage à la borne supérieure, on obtient sn ⩽ fn.

Finalement sn = fn et on a démontré que :

∀n ∈ N, sn = max(fn, gn)

On remarque que pour tout (a, b) ∈ R2, on a :

max(a, b) =
1

2
(|a− b|+ a+ b)

ce qui se démontre immédiatement par disjonction de cas a ≥ b puis b ≥ a.

Ici cela donne, pour tout n ∈ N :

sn =
1

2
(|fn − gn|+ fn + gn)

On passe à la limite quand n tend vers +∞ en utilisant notamment la continuité de la fonction valeur

absolue :

Ls =
1

2

(
|lim sup

n→+∞
vn − lim sup

n→+∞
wn|+ lim sup

n→+∞
vn + lim sup

n→+∞
wn

)
= max

{
lim sup
n→+∞

vn, lim sup
n→+∞

wn

}
On adapte la démarche précédente, en remplaçant borne supérieure par borne inférieure et en remar-

quant que l'on a :

∀(a, b) ∈ R2, min(a, b) =
1

2
(−|a− b|+ a+ b)

Ce qui démontre le résultat voulu :

Ls = max
{
lim sup
n→+∞

vn, lim sup
n→+∞

wn

}
et Li = min

{
lim inf
n→+∞

vn, lim inf
n→+∞

wn

}
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