CHAPITRE B3

INTEGRATION ET EQUATIONS DIFFERENTIELLES

(i re )
{ Objectifs |
. - J

Notion d’intégrale, vision géométrique et vision calculatoire.

Lien entre primitives et calcul d’intégrales.

Calcul pratique d’intégrales.

Structure des solution d’une équation différentielle.

Résolution pratique des EDL usuelles.

Dans tout le chapitre, I désigne un intervalle véritable de R et K =R ou C.

1 Primitives et intégrale

/:(Déﬁnition B3.1 )

(i) Soit f : I — C. On appelle partie réelle et partie imaginaire de f les applications
Re f:xz+— Re(f(x)) et Im f: x — Im(f(z)).

(ii) On dit que f est dérivable en x € I si Re f et Im f le sont et on pose

fi(@) = Re f)'(x) + i(Im f)'(2).

\>

/:(Déﬁnition B3.2 )

Soit f, F : I — K. On dit que F est une primitive de f sur I si F' est une fonction dérivable sur
Ietque F'=f.

\

~ Théoréme B3.3 }

(i) Toute fonction continue sur I admet une primitive.

(ii) Les primitives de la fonction nulle sont les fonctions constantes.
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ﬁ[Proposition B3.4 } ~

Soit f : I — K une fonction.

(i) Si F est une primitive de f sur I, alors G : I — K est une primitive de f sur [ si et seulement
si G — F est constante.

(ii) Soit f : I — K une fonction continue. Soit zg € I et yo € K. Il existe une unique primitive
F de f telle que F(x0) = yo-

. J

Notation. Soit a,b € I, f: I — K une fonction continue et F' une primitive de f. On note

b
| fae= P = Fo) - Fla).

2 Propriétés de l’intégrale

2.1 Formules générales

({Proposition B3.5 (Chasles)} N

Soit f : I — K continue et a,b,c € I. Alors

/acf(t)dt:/abf(t)dtJr/bcf(t)dt.

(. /

/{Proposition B3.6 (Linéarité)} N

Soient f et g deux fonctions continues sur I dans K et soit A € K. Alors

b b b
/uw+amw=/f@w+/g@%

/ab)\f(t)dt: A/:f(t)dt.

. J

({Proposition B3.7 (Positivité)} N

Soit f : I — R continue telle que Vz € I, f(x) > 0 et soit a < b dans I. Alors

/bf(t)dt>o.

GuEel
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_ ~

—~ " Corollaire B3.8 (Croissance) ‘ O ~

Soient f et g deux fonctions continues de I dans R telles que Va € I, f(z) < g(x) et soit a < b

dans I. Alors ) )
/ £t dt < / o(t) dt.

ﬁ(Proposition B3.9 } -

Soit f : I — R continue et de signe constant et soit a # b dans I. Alors

b
/f(t)dt:O:f:O.

/:[Théoréme B3.10 (Inégalité triangulaire)} N

Soit f : I — K continue et soit a,b € I.

i) Om e b b
/ f<t>dt]< [ rwnae

(ii) Dans le cas on K =R, on a égalité si et seulement si f est de signe constant.

2.2 Techniques d’intégration

Définition B3.11 }

On dit que f : I — K est de classe C! sur I lorsqu’elle est dérivable sur I et que sa dérivée f’
est continue sur [.

= Théoréme B3.12 (Intégration par parties) | 3

Soient u,v : I — K de classe C! et a,b € I. Alors
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/:[Théoréme B3.13 (Changement de variable)j[ N\

Soient I, J deux intervalles de R et ¢ : J — I une fonction dont la dérivée est continue sur J.
Soient f : I — R continue et o, 8 € J. Alors

»(B) B
/ f(t)dt = / F ()¢ (u) du.
w(a) a

(x

3 Equations différentielles

3.1 Généralités

—(Définition B3.14 } <

Soit n € N*. On appelle équation différentielle d’ordre n une équation du type
F(xuya y/7 e 7y(n)) = 07

ot y est la fonction inconnue de la variable z et F' est une fonction a n+2 variables F : I x K" —
K.
Une solution sur [ de cette équation est une fonction f : I — K, n fois dérivable sur I, qui
vérifie

Yz € I, Fz, f(z), f'(2),..., fM(z)) = 0.
Résoudre ou intégrer cette équation différentielle sur I, c’est donner toutes ses solutions sur .
Si K = R, les courbes intégrales de cette équation sont les courbes représentatives de ses
solutions.

\> 2/

—Définition B3.15 } <

Soit n € N*. On appelle équation différentielle linéaire une équation différentielle de la forme
> ar(@)y™ = b(2), (E)
k=0

ou ao, . ..an et b sont des fonctions continues de I vers K.

On dit que I’équation est normalisée lorsque a, est constante égale a 1.

On dit que ’équation est a coeflicients constants lorsque les fonctions ag, . . . , a, sont constantes.
L’équation homogéne ou sans second membre associée a (E) est

Z ay(z)y™*) = 0. (Eo)
k=0

\> 2/

Notation. On notera Sy les solutions sur I de I’équation (E) et Spr celles de I'équation (Ep).

4
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/:[Théoréme B3.16 (Structure de SOJ)][ N

(i) La fonction nulle est solution de (Ep)
(ii) Soit f € Spret A € K. Alors Af € Sp 1.
(ili) Soit f,g € So,1. Alors f+g € So 1.

/:[Théoréme B3.17 (Structure de 8[)][ N

Soit fp une solution de (F). Pour toute fonction f : I — K n fois dérivable, on a
feSie (f—fr) €Sor

Autrement dit :

Si={fp+ fol fo€Sor}

/:[Théoréme B3.18 (Superposition des solutions)} N

Soit b1, b deux fonctions continues de I dans K et A\, u € K. Soit f1; : I — K une solution de
Péquation Zak(x)y(k) = b1(x).
k=0

n
Soit fa : I — K une solution de I’équation Z ap(2)y® = by(x).
k=0

Alors Afy + ufo est solution de I’équation Z ap(2)y® = Aoy (z) + pbs ().
k=0

Proposition B3.19 (Caractérisation de l’exponentielle)}

Soit a € C. La fonction f : x +— e* est 'unique fonction dérivable sur R solution de ’équation
différentielle ¥ = ay et vérifiant y(0) = 1.
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/:(Déﬁnition et théoréme B3.20 ) N

n
Soit ag, ..., a, € Ket (Ey) 'équation différentielle a coefficients constants Z aky(k) = 0.

k=0
On appelle équation caractéristique associée 1’équation d’inconnue 7 € K :

n
Z apr® = 0. (E.)
k=0

Soit r € K. Les deux assertions suivantes sont équivalentes.
(i) x +— €"* est solution de (Ejp).
(ii) r est solution de (E.).

3.2 Résolution d’une équation homogéne
EDLH du 1°* ordre

Soit a : I — K une fonction continue et (Ep) ’équation linéaire homogéne du premier ordre

Y +a(z)y =0.

= Théoréme B3.21 N

Soit A une primitive de a sur I. L’ensemble des solutions de (Ej) est

So = {z = Xe 4@ | X e R}.

EDLH du 2¢ ordre

Soit a,b,c € K et (Ep) 1’équation linéaire homogene du second ordre
ay” + by + cy = 0.

Soit (E.) I’équation caractéristique associée et A son discriminant.

/:[Théoréme B3.22 (Cas K = (C)j N

e Si A # 0, soit 71,72 les solutions de (E,). Les solutions de (Ep) sont
So ={xz— X" 4 pe™ | A\, u € C}.
e Si A =0, soit r la solutions de (E.). Les solutions de (Ep) sont

So={x— Az +pe*|\pueC}.
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/:[Théoréme B3.23 (Cas K = R)j

e Si A >0, soit 71,72 les solutions réelles de (E.). Les solutions de (Ep) sont
So = {x — A" + pe™ | A\, p € R}

e Si A =0, soit r la solution de (E.). Les solutions de (Ep) sont
So={x— Az +pe™| A\ peR}.

e Si A < 0, soit r1, 79 les solutions complexes conjuguées de (E.). En posant 11 = a + if et
ro = a — if3, les solutions de (FEy) sont

Sp = {x +— (Acos(Bz) + psin(fzx)) e* | A\, u € R}
= {x — (Acos(Bx + ¢)) e*® | A,p € R}

3.3 Recherche d’une solution particuliére
Cas d’une EDL a coefficients constants

Recherche d’une solution particuliére sous la forme du second membre.

Variation de la constante

= Théoréme B3.24 |

Soit a,b deux fonctions continues de I dans K et (E) I’équation linéaire du premier ordre
Y +a(z)y = b(z).

Soit C' une primitive de x — b(z)e@. Alors z — C(z)e 4@ est solution de (E).

3.4 Probléme de Cauchy

~ Théoréme B3.25 }

Soit @ et b deux fonctions continues de I dans K. Etant donnés zg € I et yo € K, il existe une
unique solution sur I au probléme de Cauchy

{y' +a(z)y = b(x)
y(To) = yo
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= Théoréme B3.26 | N

Soit a,b,c € K et d : I — K continue. Etant donnés z¢ € I et 3o,y € K, il existe une unique
solution sur I au probléme de Cauchy

ay” + by’ + cy = d(x)
y(zo) = vo,
y'(z0) = yo-

Méthodes

e Comparaison d’intégrales.

Calcul de primitive

> en reconnaissant une dérivée usuelle,
> par intégration par parties,
> par changement de variable.

e Etudier une fonction définie par une intégrale.

Résolution d’équations différentielles :
> équations homogénes d’ordre 1 ou 2,
> variation de la constante,
> seconds membres usuels.




