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DEVOIR MAISON N°9

Probléme 1
Définition 1

On dit que deux ensembles E et I’ sont équipotents lorsqu’il existe une bijection f: F — F.

L’objectif de ce probléme est de démontrer le théoréme suivant et de ’appliquer pour montrer que P(N)
et NV sont équipotents. La derniére partie montre que N et N? sont équipotents (on aura eu besoin de ce
résultat dans la partie précédente.

Théoréme 2 (Cantor-Bernstein, 1896)

Soit E, F' des ensembles. S’il existe une injection de E dans F' et une injection de F' dans E, alors il
existe une bijection de E dans F.

1. Par définition de ®, on a VX € P(FE), ®(X) C E. En particulier, pour X = E, ®(E) C E, donc

F € &/. Donc
EZZ)

2. Soit A € /. Par définition de o7, on a ®(A) C A. Comme P est croissante (A et $(A) sont bien des
parties de E), on en déduit ® (®(A4)) C ®(A), ce qui signifie que ®(A) € 7.

VA€ o, B(A) € o |

3. (a) Soit A € o/. Par définition de X, on a X C A. Comme @ est croissante, (X ) C ®(A). De plus,
comme A € o, ®(A) C A. Donc ®(X) C A. On a ainsi montré

VAe o, d(X) C A.

Par conséquent,
o(X)C [ A=X.
Acd/

Xeo)

(b) Montrons que ®(X) = X par double inclusion. On a déja prouvé ®(X) C X a la question
précédente. De plus, d’apres la question 2 et comme X € &7, ®(X) € &7. Or par définition de X,
VA € o/, X C A. Donc en particulier X C ®(X). Donc

Donc

’On a ®(X) =X, donc ® admet un point fixe. ‘

4. (a) Soit A € P(FE). Par définition d’une image directe, f(A) C F, et donc (F\ f(4)) C F. On en
deéduit g (F'\ f(A)) C E, puis (E\ g (F\ f(A4))) C E, soit ®(A) € P(E).

’<I> est bien définie. ‘




(b) Montrons que ® est une application croissante. Soit A, B € P(E) telles que A C B. En utilisant
les propriétés de 'image directe et du complémentaire, on a alors successivement

f(A) C f(B)
FA\f(B) C F\ f(4)
g(F\f(B)) Cg(F\ f(A)

ENg(F\f(A) C E\g(F\ f(B))

®(4) C (B)

Ainsi ® est croissante. D’apreés le résultat de la partie A, on en déduit que ¢ admet un point fixe.

’<I> admet un point fixe X. ‘

(a) On a tout d’abord ®(X) = X, donc E\ g (F \ f(X)) = X. Ainsi g (F\ f(X)) = E\ X.
Soit x € F'\ f(X). On a alors g(z) € g (F\ f(X)) = £\ X. Donc

]g est bien définie. ‘

(b) g est une restriction a la source et au but de g, donc g est injective. On peut aussi le montrer
comme suit. Soit x,2" € F'\ f(X) tels que g(x) = g(2’). On a par définition g(z) = g(z’). Donc
x = car g est injective.
Montrons que g est surjective. Soit y € E'\ X. On a vu précédemment que F\ X = g (F'\ f(X)).
1l existe donc x € F'\ f(X) tel que g(x) =y, ce qui signifie que g(z) = y. Donc g est surjective.

’f] est bijective. ‘

(a) Soit xz € E.
e Siz e X, alors h(z) = f(z) € F.
e Siz¢ X, alors z € E\ X. Donc h(z) = §~(z) est bien défini et ' (z) € F\ f(X)C F
Dans tous les cas, h(z) € F.

’ h est bien définie. ‘

(b) Montrons que h est injective et surjective.
Soit z, 2’ € E tels que h(z) = h(z'). On distingue deux cas :
e Siz € X, alors h(z) = f(z) € f(X). Supposons 2’ ¢ X. On aurait h(z') = g~ (2) €
F\ f(X). Comme h(z) = h(z'), on en déduirait une contradiction. Donc 2’ € X. Ainsi
h(z') = f(2') = h(z) = f(z). Comme f est injective, x = 2’
e Siz ¢ X, le méme raisonnement montre que z’ = z.
Donc h est injective.
Soit y € F. On distingue deux cas :
e Siye f(X), alors il existe x € X tel que y = f(z). Comme z € X, y = h(x).
e Siye F\ f(X), on pose x = §(y). On a alors g~ (z) =y et z € E\ X, donc y = h(z).

Donc h est surjective.

’ h est bijective, ce qui prouve le théoréme de Cantor-Bernstein. ‘




7.

10.

Soit A € P(N). On définit ¢4 : N — N par

1 sized
Ve N, SOA(JU):{O sixz ¢ A

On a alors par définition de ¢(A)
VeeN, zeAspalz)=1.

On considére ensuite I'application
f: P(N) — NV
A +— YA
et on montre que f est injective.
Soit A, B € P(N) telles que f(A) = f(B). Montrons que A = B. Soit z € N. On a
reEAS pplx)=1<ppr)=1&2€B.

Donc A = B.

’f est injective. ‘

Soit v € NY. Alors pour tout n € N, u,, € N. Donc (n,uy) € N et {(n,uy,) | n € N} € P(N?).

’\II est bien définie. ‘

Montrons que W est injective. Soit u,v € NV telles que ¥(u) = ¥(v). Montrons que u = v.
Soit n € N. On a (n,u,) € ¥(u) = ¥(v). Donc il existe m € N tel que (n,u,) = (m,v,,). On en déduit
n=m et u, = v, = v,. Ainsi u = v.

’\Il est injective. ‘

On sait que N et N? sont équipotents. Il existe donc ¢ : N — N? bijective. On pose

T: P(N) — P(N? T: P(N*)) — P(N)
A — t(A) B +— t7(B)

Soit A € P(N) et B € P(N?). On a
(T'oT) (A) =t (t(A)) = A, (ToT')(B)=t(t"*(B)) = B.

Donc T est bijective.

P(N) et P(N?) sont équipotents.

D’aprés la question 7, il existe une application injective de P(N) dans NV,

D’aprés la question 8, ¥ : NN — P(N?) est injective. Or d’aprés la question 9, P(N?) et P(N) sont
équipotents et T : P(N) — P(N?) est bijective, de bijection réciproque 7”. On en déduit que 7" o ¥ :
NN — P(N) est injective.

On peut donc appliquer le théoréme de Cantor-Bernstein et conclure



P(N) et NY sont équipotents.

11. Soit (tn)nen € NV, une suite strictement croissante. On montre ¥n € N, n < u,, par récurrence sur n.

OnauOEN,doncO<u0.

Soit n € N. On suppose que n < u,. Comme la suite (u,)nen est strictement croissante, on a
Uy < Upt1, 00 n < Upyq. Comme n € N et upq1 €N, on en déduit n 4+ 1 < upyq.

Donc, d’aprés le principe de récurrence,

’VnGN,ngun‘.

12. (a) Soit p € N. On montre séparément 1’existence et 'unicité de c.

1
. Considérons 'ensemble A = {s eN| <S—; ) < p}. Montrons que A posséde un

1
plus grand élément. Comme 0) = 0 < p, 0 € A. Donc A est une partie non vide de N. De

1 1 2 1
plus, Vs € N| 8—; )ZS(S;-) Ainsi, Vs € N, (8—5 >—<8—; >:s+1>0,donc1a

. s+1 . . . . )
suite 9 est une suite d’entiers naturels strictement croissante. Par conséquent,
seN
s+1
).Ainsi,siséA,sé ( _;

majoré par p. A admet donc un plus grand élément c¢. Comme ¢ € A et ¢+ 1 ¢ A, on obtient

c+1 c+2
< .
() << (%)

Soit ¢1,co € N vérifiant le résultat. Supposons ¢; # co. Quitte a échanger ¢ et co, on

. s+1 .
peut supposer ¢1 < ¢g. On a donc ¢ + 1 < ¢g. Comme la suite << 9 >) est croissante,
seN

s+1

d’aprés la question 1, Vs € N, s < < ) < p, donc A est

c1+2 co+1 . .
onap< ( ! > < < 2 ) < p, ce qui est absurde. Donc nécessairement c; = cs.

2 2
c+1 c+2
Al < '
cen(“3 ) <0< (57
(b) On a par définition a,b € Z.

1 1
— Comme (c; )gp, onabienazp—(c—; )GN.

c+2 c+1 c+1 c+2
— Comme 9 = 5 +c+l,onab=c—a=c+ 9 —-p= 9 —-1-p

2 2
Comme p < (C; ),p+1< <C; ),et donc b € N.

 Enfin f(a,b) = a+ <a—|—;—|—1> e (c—|2—1> n <c—|2—1) .

(a,b) € N2 | f(a,b) =p|.

Donc




13. On a montré & la question 2.2 que Vp € N, 3(a,b) € N?f(a,b) = p, donc f est surjective.
Montrons que f est injective. Soit (a1,b1), (ag,b2) € N? tels que f(a1,b1) = f(ag,bs). Posons p =

1 2
fla1,b1) = f(ag,by). D’aprés la question 2.1, il existe un unique ¢ € N tel que <C; ) <p< <C; >

by +1
Oronap—a1+<a1+21+ ).Commea1ENetbleN,onendéduit
a1 +b1+1 a1 +b1+1 a1+ b1 +2
(1 . ><p<a1+b1+1+<1 ) >=<1 . )

Par unicité de ¢, on en déduit a; + by = ¢. De méme on prouve que ag 4+ by = c¢. On en déduit

a1 +b+1 c+1 as +by +1
ay =p— 9 =p—- 9 =Dp—- 9 = az,

puis by = ¢ — a1 = ¢ — ag = be. Donc (a1,b1) = (a2, b2) et f est injective.

’f est bijective ‘




