MPSI Paul Valéry Corrigé
DEVOIR SURVEILLE N° 3

Probléme 1

=fi=1
On définit la suite (f,,) par {fo h

Vn €N, fot2 = fat1+ fn
1. Procédons par récurrence double.

[nit.] fo=1>1let fH=1>1.

Soit n € N. Supposons f, > 1 et fo11 > 1.

Alors fryo = fn+ frne1 = 2 > 1. La propriété est donc héréditaire.
2. (a) Vn =1, fuy1 — fo = fn-1 = 1 d’aprés ce qui précede, donc fr41 — fr, = 0.
La suite est donc croissante a partir du rang 1. De plus fy < f1. Donc ’ La suite (f,) est croissante |

(b) Par conséquent, soit elle est majorée et converge donc, soit elle diverge vers +o0.
Supposons-la majorée, alors elle converge ; soit ¢ sa limite.
Alors on a aussi fpy1 ——— £ et fro ——— £. La relation fj1o0 = fni1 + fn donne, par unicité
n——+o0o n—-+00
de la limite, £ = 2¢. Donc ¢ = 0, ce qui est impossible car f, > 1 pour tout n. On a donc montré
que ’ (fn) diverge vers 400 ‘

3. Pour tout n > 0, on pose ¢, = fﬁ — fa+1fn-1-

(a) Pour tout n >0, tp41 = f3+1 — foyofn = f5+1 —(fa+ fos)fn= f721+1 - fg = fnt1fn-
D’ou tny1 = —f,% - fn+1(fn - fnJrl) = _f'r% + fnJFlf”*l = '

(b) On en déduit que (t,) est géométrique de raison (—1). Donc ¥n > 0, t, = t; x (—1)""L.

Or t; = —1. Finalement, |Vn > 0, ¢, = (—1)" ‘
4. On définit (uy,) par : Vn >0, u, = ffnl et (z,) et (yn) par : Vn >0, x, = ugp €t Y = U2nt1.
e
(a) Pour tout n >0, upyo — up = Int2 - Fr = Fot2fn1 = f"an.
fn+1 fn—l fn—l—lfn—l ) 1
Or fn+2fn71 - fnfn+1 = (fnJrl + fn)fnfl - fn(fn + fnfl) = fn+1fn71 - fn =—t, = (71)n+ .
-1 n+1
Donc |Vn > 0, upt2 — up = L i
Jn+1fn-1
(_1)2n+1
(b) e Vn >0, Tpil — Tp = Ugpgo — U2y = 5 < 0.
f2n+1f2n—1
Donc (x,,) est décroissante.
(—1)2n+2
o Vn >0, Ypt1 — Yn = U2n43 — Uopt1 = ——— > 0.
n n
Jon+2f2
Donc (yy,) est décroissante.
f2n+1 f2n f2n+1f2n71 - f22
o Vn >0, yp — Tp = U2py1 — Uzp = - = o
f2n f2n71 f2nf2n71
-1
Or font1fon—1 —f22n = —tlo, = (—1)2”+1. Donc y, — z, = ————. Comme fo, fo, 1 ——
fonfon—1 n—+00
400, Yp — Tn, —+> 0.
n——+0oo

On a donc montré que ’ (zn) et (yn) sont adjacentes ‘




(c) Ceci implique que (z,) et (yn) convergent vers la méme limite. Comme elles constituent deux
suites extraites de (u,) qui en recouvrent tous les termes (a partir du rang 1), ¢a montre que

’(un) est convergente ‘

(d) On appelle ¢ la limite de (uy,) qui est donc aussi celle de (x,,) et (y,). Comme (z,,) est décroissante
et (yn) croissante, on a ¢ = inf{z,, n > 0} = sup{y,,n > 0}. Donc pour tout n > 0, y, < £ < x,.

Ainsi, | pour tout n > 0, Jont1 <l < Jon .
f2n f2n71
En retranchant y,, on obtient 0 < ¢ — f2fn+1 < Zp — Yn- Or on a montré précédemment que x,, —
2n
1 ) 1
. Finalement, | pour tout n >0, 0 < £ — Jont <

n = fon fon—1 fon fon-1fon |

P
5. Pour tout p € N, on note H, = Zf,f
k=0
(a) Procédons par récurrence.
Hy=f§=1let fofi=1

Soit p € N. Supposons H), = f, fp+1-
Alors Hpy1 = Hp + fgﬂ = fpfp+1 + fiﬂ = fo+1(fp + fo+1) = fp+1fpre. La propriété est
donc héréditaire.

On a donc montré que ’pour tout p e N, Hy, = fpfp+1 ‘

— (—1)P
(b) Pour tout n > 0, on note S, = Z :
p=1 Hy
n n 2 n n
(—1)P Jp = for1fp— o fo-1 1 1 e
Sy = = = — — = — —. On conclut a I’aide d’une
" pz:l Hy pz:l fofpi1 pz:l fp1 o pz:l Up+1  Up
1

somme télescopique que : | .S, = -1

Un+1

1
(c) Comme ¢ # 0, |(Sy) converge vers — — 1.

!/
Probléme 2

Soit (uy,) une suite définie par ug et uy réels positifs et pour tout n € N, w90 = Vupt1 + Unp-

1. On procéde par récurrence double.
ug et w1 sont bien définis et strictement positifs par hypothése.
Soit n € N. Supposons que u, et u,+1 sont bien définis et positifs.
Alors up41 + u, > 0, done y/un4+1 + Uy est bien défini et strictement positif.

2. Dans cette question, on suppose que Vn € N*, u,, < 1.

. (\/ Upt1 + Up — un—i—l)(\/ Up+1 + Up + un—i—l)
a) Soit n € N. Upi9 — Upt1 = VUpil + Uy — Upgp1 =
( ) mr i i " mr VU1 + Up + Unyl

(quantité conjuguée).
2

VUn+1 + Up + Upt1

Or upt1 + up — U%H = Up+1(1 — Up+1) + up = 0 sous hypotheése que Vn € N*| w,, < 1.

D’ou Un+2 — Up4+1 =

Donc ’ (up) est croissante a partir du rang 1 ‘

2



(b) De plus (u,) est majorée par 1, donc (u,) est convergente. Soit ¢ sa limite. Par continuité de la

fonction racine carrée, elle vérifie | £ = vV 2/|.

(c) L=V2U e VINI-V2)=0cl=00ul=2
Or (uy) est bornée par 0 et 1 et strictement croissante, donc sa limite est dans |0, 1], ce qui est
impossible.

3. (a) La question 2 montre que '’hypothése « Vn € N*, u,, < 1 » est fausse.
Donc ’il existe N € N* tel que uy > 1 ‘

(b) On aalors : uny1 = \/uny + uny—_1. Or uy_1 > 0 donc un41 > Jun .
Puis unyyo = VJuy +un41 | > V2.

(c) On procéde par récurrence double.

Comme précédemment, unyig = \/unt2 +uny1 > \/ V241 m car V2 > 1, ce qui achéve

I'initialisation (pour N + 2, c’est la question précédente).
Soit n > N + 2. Supposons que u, > V2 et Upt1 > V2.

Alors up42 = VUpy1 + up >/ 2v2 > V2 car V2 > 1.

4. Pour simplifier, quitte & n’étudier la suite (u,) qu’a partir d’un certain rang, on considérera dans toute
la suite que Vn € N, u,, > v/2. Posons alors, pour tout n € N, v, = lun, — 2.

(a) Soit n € N. vy49 = |tupt2 — 2| = |/Un+1 + up — 2|. On multiplie par la quantité conjuguée :

v , = un+1 + Up — 4 _ ’un—l-l - 2 + Up — 2‘ |uTL+1 - 2‘ + ’un - 2| par lnégallté triangu‘
mr VUnt1 + Up + 2 VUng1 + Uy + 2 = VUng1 + Uy + 2
Un+1 + Up

laire. Finalement

v 2< .
e \/un+1+un+2

Up+1 + Up Up+1 + Up
b) Comme Vn € N, > V2, 4/ > 4/2v2 > 1 donc n < .
(b) Comme ¥n n V2, Vi V2 " Up+1 + Up + 2 142

Finalement, | v, 42 <

ro = Vg, 1 = U1
5. Soit (x,,) la suite définie par Tpal + Ty
Vn €N, zpi0 = — 3

(a) (z,) vérifie une relation de récurrence a deux termes, dont 'équation caractéristique est =2 — 3%~

1 . 14++v13 1—-+v13

— = 0. Elle a deux racines : ¢ = % et r= 6 Donc pour tout n € N, x,, = aq™ + br",
avec a et b deux réels.

(b) Comme V13 < V16 = 4, on a |q| < 1 et |r| < 1. Ainsi, ¢" — 0 et ™ — 0 et par conséquent
’ (z,) tend vers 0 ‘

(¢) On montre par récurrence double que Vn € N, v, < .
L’initialisation vient de la définition de (x,) avec xg = vy et x1 = v1.
Soit n € N. Supposons que v, < T, €t Upt1 < Tpyi-

Un+1 + Un < Tn41 + Tp

3
(d) On a donc pour tout n € N : 0 < v, < . D’aprés le théoréme des gendarmes, (v,,) tend vers 0

et donc .
Probléme 3

Alors vp4o < = Tpi2.



I Un exemple

Dans cette partie seulement, on considére E = {a, b, c} un ensemble a trois éléments.

1. On a

P(E) = {0,{a}, {b}. {c}, {a. b}, {b. ¢} {a,c}, {a, b, c}} |

2. (a) F1 =0 n’est pas un filtre car la condition (F7) n’est pas satisfaite.
(b) Fo =P(F) n’est pas un filtre car ) € Fy ce qui contredit la condition (Fy).
(c) F3={{a},{b,c}} n’est pas un filtre car

{a} Nn{b,c} =0 & Fs,

ce qui contredit (Fy).

(d) Fu = {{a},{a,c}} n’est pas un filtre : on a {a} C {a,b,c} mais {a,b,c} ¢ Fu, ce qui contredit
(F3).

(e) Fs = {{a},{a,b},{a,c},{a,b,c}} est un filtre : (F1) et (Fy) sont claires, 'intersection de deux
éléments appartient encore & F5, et toute partie contenant un élément de F5 appartient aussi a
F5. Ainsi, les quatre conditions sont vérifiées donc ’]:5 est un filtre ‘

3. Soit F C P(E) un filtre. Puisque () ¢ F, plusieurs cas sont & distinguer.

e Si {a} € F, alors par (F3), {a,b},{a,c},{a,b,c} € F. En revanche, {b},{c},{b,c} ¢ F car leur
intersection avec {a} vaut (). Donc

7 = {{a} a0} o} {a b e}}
e De méme si {b} € F, on obtient

7 = (ka0 (o). {a. b}

e Si{c} € F, on obtient

\F = {{c}. {a,c}, {b,c}, {a,b,c}} ]
o Si {a},{b},{c} ¢ F mais {a,b} € F, alors par (F3), {a,b,c} € F tandis que {a,c},{b,c} ¢ F.

Donc
7 = {{a,b}.{a.b.c}}]

e De méme si {a,c} € F,

\F = {{a,c}, {a,b,c}} .

e De méme si {b,c} € F,

\F={{b,c}.{a,b,c}}|
e Enfin, si aucun des ensembles précédents n’est dans F, il reste uniquement
F = {{a,b,c}}}

Pour résumer, les filtres sur E sont exactement

{{a},{a,b},{a,c},{a,b,c}}, {{b},{a,b},{b; ¢}, {a,b,c}}, {{c}, {a, ¢}, {b, ¢}, {a, b, ¢},
{H{a,b},{a,b,ch}, {{a,ch {a,b,chy, {{be}{a,bc}}, {{a,b,ct}




IT Généralités

Soit maintenant F un ensemble quelconque.

4. On suppose E non vide. Montrons que A = {E} est un filtre sur E.

e Comme FE € A, on a A # (). Ainsi A vérifie bien (F}).

e Soit X,Y € A. On a nécessairement X =Y = Fdonc X NY = FE, ainsi X NY € A. On vérifie
ainsi (F).

e Soit X e AetY e P(E)telsque X CY. Ona X =F puis ECY etY C FE carY est une
partie de E. Donc Y = E et Y € A. Ainsi (F3) est vérifice.

e Comme F # (), on a () ¢ A. Ainsi (F}) est satisfaite.

’A = {E} est un filtre sur F|.

5. (a) D’apres (Fy), F # 0. On peut donc choisir A € F. Comme A C F et E € P(E), on déduit de

(Fy) ane [B € 7]

(b) e Par définition, F est un ensemble de parties de E, i.e. VX € F, X € P(E), donc F C P(E).
Comme F est une partie de P(E), on a alors F € P(P(E)).
D’apreés la question précédente, si E est non vide, alors {E} est un filtre sur F, i.e.

E#0= {E} € ¥p.

Réciproquement, si {E'} est un filtre, (Fy) implique E # 0.
Puisque tout filtre appartient & P(P(F)), on a ¢ C P(P(E)).
Enfin, puisque ®g est lui-méme un sous-ensemble de P(P(E)), on a & € P(P(P(E))).

’Les assertions 1), i), v), vii) et viii) sont vraies ‘

6. On pose B=P(E) \ {0}. On distingue trois cas.

e Si E =10, alors B = (). Donc B ne vérifie pas (F}).

e Si F ne posséde qu'un élément, alors P(FE) = {0, E}, donc B = {E} qui est un filtre d’aprés la
question 1.

e Si E posséde deux éléments distincts a et b, alors {a} € B et {b} € B. Comme a # b, on a
{a} N {b} = 0 qui n’appartient pas & B. Ainsi (F») n’est pas vérifiée.

’B est un filtre sur £ ssi £ posséde un unique élément ‘

7. Soit F et G deux filtres sur E.

e Comme Fe Fet F€eG, ona FeFNG. Ainsi FNG # (.

e Soit X, Y € FNG. On a XY € Fet X,Y € G. Comme ce sont des filtres, X NY € F et
XNY eGdonc XNY € FNG.

e Soit X e FNGetY € P(E) tels que X C Y. Comme X € F et X € G, on déduit de (F3) que
YeFetYeG doncY € FNG.

e Enfin, comme ) ¢ F, on a nécessairement () ¢ FNG.

’fﬂg est un filtre sur E‘
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IIT Filtres principaux
Soit E un ensemble. Pour toute partie non vide A de E, on pose

Hi={X cPE)|AcCX}.

8 Hiy ={X CE|{a} c X} ={{a}.{a,b},{a,c},{a,b,c} }.
Hiay = Ha}, {a, 0}, {a, ¢}, {a,b,c}}
De méme,
Hiapy ={X CE|{a,b} € X} = {{a,b},{a,b,c}},
Hiapy = Ha, b} {a, b, c}}
et enfin

H{a,b,c}:{XCE‘{a,b,C}CX}:{{a7b7c}}’

H{a,b,c} = {{a? b, C}}

9. Soit A une partie non vide de E. Montrons que H 4 est un filtre sur E.

e Par définition de H 4, on a A € H 4. En particulier Ha # 0.

e Soit X, Y eHs4.OnaACXetACY,doncACXNY,ie XNY € Hy.

e Soit X e HyetY e P(E)telsque X CY. Comme AC Xet XCY,onaACY,ie Y €Hy.
e Comme A#(D,ona A¢Z (. Donc O ¢ Ha.

’"HA est un filtre sur E‘

10. Soit A une partie non vide de F et F un filtre sur FE.

Supposons A € F. Soit X € H 4. Par définition A C X. D’aprés (F3), X € F. Ainsi Hy C F.
Supposons H4 C F. Comme A € H 4 par définition, on a A € F.

AeF & HacCF|

11. (a) Supposons A C B. Alors B € H 4. Comme Hy4 est un filtre, on déduit de la question précédente
que Hp C Ha4.

ACB = Hp CHy |

(b) Montrons ’égalité par double inclusion.

Soit X € HaNHp. Ona AC X et BC X, donc AUB C X, i.e. X € Hayp. Ainsi
HAQHBCHAuB.

OnaACAUBet BC AUB,donc AUB € Ha et AUB € Hp. Par la question précédente,
Haup C Ha et Haup C Hp. Ainsi

Haup CHaANHE.
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HaNHp =Haus |-

12. (a) Ona ANBC Aet ANB C B, donc A € Hanp et B € Hanp. D’aprés la question précédente,
HA C HA(]B et HB (- HAQB.

HaUHB C HanB |-

(b) Supposons Hy UHp = Hang. Comme ANB € Hang,ona ANBeHs0uANDB e Hp.
e SiANB e H4, alors AC ANB,dou ACB.
e SiANB € Hp,alors BC ANB,dou B C A.
Supposons A C B ou B C A.
e Si A C B, alors Hp C H4 d’aprés la question précédente, donc

HaUHB =Ha=HanB.
e SiBCA,alors Ha C Hp et
HaUHB=Hp =HanB-

Dans les deux cas 1’égalité est vérifiée.

HaoUHB=Hang & ACB ou BCA|.

13. Montrons que l'application A — H 4 est injective. Soit A, B des parties non vides de FE telles que
Ha = Hp.

e Comme A€ Hy,ona AeHp,ie BCA.
e Comme B € Hp,ona B¢&Hy,ie ACB.

Ainsi A = B.

’L’application A — H 4 est injective ‘

IV  Un exemple de filtre non principal

Dans cette partie, on pose, pour tout n € N, I,, = {k € N | k > n}. On définit de plus
I={XePN)|IneNVk>n ke X}.
14. Montrons que Z est un filtre sur N.

e La propriété In € N, Vk > n, k € N est vraie car n = 0 convient. Ainsi N € Z, donc Z # 0.
e Soit X1, Xo € Z. Il existe ni,no € N tels que

Vk>ny, ke Xy et Vk > no, k € Xo.
Posons N = max{nj,ns}. Pour k> N,on a k € X; et k € Xo. Ainsi
AN eN, VE> N, ke X1 N Xy,

donc X1 NXy el



e Soit X € ZetY € P(N) tels que X C Y. Il existe n € N vérifiant Vk > n, k € X. Comme X C Y,
onaVvVk>n, keY, doncY €Z.

e La propriété In € N, Vk > n, k € () est fausse, donc ) ¢ 7.

’I est un filtre sur N ‘

15. Soit X € P(N). Par définition de Z, on a les équivalences

Xel & IneN,Vk>n keX & dneN, [, CX & dneN, XeH;, & X¢€ U?—L;n.
neN

=M |

neN

16. (a) Soit A C N non vide et a € A. Posons n =a + 1. Comme a < n, on a a ¢ I,,, donc A ¢ I,,. Ainsi
I, ¢ Ha, alors que I, € Z. On a donc trouvé un élément de Z qui n’appartient pas a H 4.

g2
(b) D’apreés la question précédente,
VA € P(N)*, Z#Ha.

Ainsi Z n’est I'image d’aucune partie non vide par A — H4.

’Si E =N, lapplication A — H 4 n’est pas surjective|.

17. (a) Soit a € E et A = {a}. Soit F un filtre tel que H4 C F. Soit X € F. Comme A € Ha, on a
A € F. Puisque F est un filtre, XN A € F, et comme A = {a}, on a nécessairement X N A = {a}.
On en déduit @ € X, donc A C X, i.e. X € Hy. Ainsi F = H 4.

’Si A = {a}, Ha est un ultrafiltre sur E‘

(b) Supposons A contenant au moins deux éléments distincts a1, ag. Posons B = {a;}. Comme B C A,
onaHy C Hp. De plus, A ¢ B, donc B ¢ H4 tandis que B € Hp. Ainsi Ha # Hp, donc Ha

n’est pas maximal.

Si A contient au moins deux éléments, H 4 n’est pas un ultrafiltre ‘

18. (a) Montrons que F; V Fa est un filtre sur E.

e Comme Fj et Fy sont des filtres, on a £ € Fj et E € Fy, donc E € Fy V Fp et Fi V Fy # 0.
e Soit X, X' € F; V Fy. 1l existe Xl,X{ € F et Xg,Xé € Fy tels que

X=XinX, X =X|nX)

Ainsi
XNX' =XinX)N(XaNX}) € FLV Fo.



e Soit X € FiVFaet Y € P(E) tels que X C Y. Il existe X; € Fy et Xy € Fy tels que
X =XiNXs Posons Y1 =Y UX; et Y5 =Y UXs. Alors

YieFi, YaeFy, YiNYy,=Y.

Ainsi Y € F1 V Fo.
e Comme Fj et Fy sont compatibles, tout élément de F; V Fy est non vide, donc () ¢ Fy V Fo.

’.7:1 V Fo est un filtre sur E‘

(b) Soit G un filtre sur E.

Supposons F; C G et Fo C G. Pour X € Fi V Fo, il existe X1 € Fy et Xo € Fo tels que
X = X1 N Xs. Comme G est un filtre, X € G, donc F; V Fo C G.

Supposons F1 V Fo C G. Pour X7 € Fi,comme E € Foona X1 =X1NEeFVF Cg.
Donc 1 € G. De méme F5 C G.

VG € &, (fng et ]-'QCQ) & FAVFCgl.

19. Supposons que F et H4 ne sont pas compatibles. Il existe X € Fet Y € Ha tels que X NY = (.
Comme A C Y, on obtient X N A =0, donc X C A. Comme A D X et F est un filtre, A € F.

Si F et H.4 ne sont pas compatibles, alors A € F|.

20. Soit F un filtre sur E.
Supposons F ultrafiltre. Pour tout A € P(F), on distingue trois cas.

e SiA=0, alors A=FEc F.
e Si A# (et F n'est pas compatible avec H 4, alors A € F d’aprés la question précédente.

e Si A # () et F est compatible avec Ha, posons G = F V Ha. D’apres la question 14, G est
un filtre contenant F. Comme F est maximal, on a F = G, donc Ha C F et en particulier
Ac F.

Ainsi, pour tout A € P(E),ona A€ Fou Ac F.

Supposons VA € P(E), A € F ou A € F. Soit G un filtre tel que F C G. Pour A € G, si
Ac FcgG, alors ) = AN A € G, contradiction. Donc A € F. Ainsi G C F, donc G = F, ce qui
prouve que F est un ultrafiltre.

F est un ultrafiltre ssi VA € P(E), A€ FouAe F|

21. Posons A I’ensemble des entiers pairs. Alors A est ’ensemble des entiers impairs. Par définition de Z,
ni A ni A n’appartient a Z. D’aprés la caractérisation précédente, Z n’est donc pas un ultrafiltre.

7T n’est pas un ultrafiltre sur N|.




V Ultrafiltres

On consideére la définition suivante.
Définition 1

Soit F un ensemble. On dit qu’un filtre U sur E est un ultrafiltre lorsque

VFe®p, UCF=U=F).

Soit E un ensemble. Pour toute partie A de E, A désignera le complémentaire de A dans E.

22. (a) Soit a € E. On pose A = {a}. Montrer que Hy4 est un ultrafiltre sur E.
(b) Soit A une partie de E contenant au moins deux éléments. Montrer que H 4 n’est pas un ultrafiltre.
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