TD B4. Continuité et dérivabilité

1 Limites

’Exercice B4.1‘ o
Montrer & l'aide de la définition seulement que x — 2% + 2z a pour limite 3 quand z tend vers 1.

’Exercice B4.2 ‘ t o3
Déterminer les fonctions f : R — R périodiques qui convergent en +oc.

’ Exercice B4.3 ‘ o
X

Montrer que n’a pas de limite quand x — 4o00.

X

’Exercice B4.4‘ o
Calculer les limites suivantes.

. . In(Inz))2 — cos® x + Inz SN T : . . .
(i) ZEI—iI-loo (In( )2)x " : (iii) il_%xsm(l/x) et xETOO:Usm(l/x) :
. V2—122-1 . . V/3cosz —sinx
(i) lim ———; (iv) lim ,
z—1 Inx ’ z—7/3 x—m/3
2 Continuité
’Exercice B4.5 ‘ o3
stz >0
Soit f:x — xet 0 La fonction f est-elle prolongeable par continuité en 07
s1x <
1—e®

’Exercice B4.6‘ o
Etudier la continuité et I’éventuel prolongement par continuité des fonctions suivantes.

1. f: R\{-1} — R , 2.9g: R — R ,
. r+1 ) 1
x —_— st
N z > wsin| -
3. h: R\{-1,1} — R
1 2
r —

1—2 1— g2

’Exercice B4.7‘ o3
Montrer que la fonction indicatrice de Q n’est continue en aucun point. On rappelle que 1g : =

{1six€@

0 sinon

’Exercice B4.8‘ ¥
Montrer que deux fonctions continues qui coincident sur Q coincident sur R.
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’Exercice B4.9 ‘ ¥

1. Trouver toutes les fonctions continues f : [0,1] — R telles que f(z?) = f(z).

2. Trouver toutes les fonctions continues f : Ry — R telles que f(3z) = f(x).

’Exercice B4.10‘ todel
3
Déterminer toutes les fonctions f : R — R continues en 1 telles que Vo € R, f(x) = f (x + )

4

’Exercice B4.11‘ tol o

1
Soit f :[0,1] — R une fonction continue. Montrer que / t"f(t)dt —— 0.

0 n——+o0o

’ Exercice B4.12 ‘ ¥
Montrer qu’il existe a tout instant deux points diamétralement opposés sur I’équateur ot les températures
sont égales.

3 Dérivabilité

’Exercice B4.13 ‘

— 2
Soit a € R et f: R — R dérivable en a. Déterminer }llin%) flath) hf(a +h )
—>

’Exercice B4.14‘
Déterminer les ensembles de définition, de continuité et de dérivabilité de f, montrer que 'on peut
prolonger f par continuité en 0 et étudier la dérivabilité de ce prolongement avec

4

et —1°

(i) f(z)=wsin(l/z); (i) f(z)= x

’Exercice B4.15‘ o
Pour tout z > 0, on pose f(z) = e /% et g(z) = f(z)/x.

1. Montrer que f et g sont C* sur RY et que pour tout > 0, on a zf'(z) = g(z).
2. Montrer que g est prolongeable par continuité en 0 et que son prolongement est dérivable en 0.

3. Faire le tableau de variations de g sur R..

’ Exercice B4.16 ‘ tot ol

cos(z) — 1 sz €]0,7/2]
Soit f(x) = sinx e . Etudier la continuité puis la dérivabilité de f en 0.
Osixz=0

’Exercice B4.17‘ ¥
Montrer que x — x% se prolonge en une fonction continue sur Ry. Ce prolongement est-il dérivable en
07

guEL
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’ Exercice B4.18 ‘ ¥

1. Exprimer la dérivée de x — In |z| sur R*.

2. Montrer que la fonction 2 — 2 In|z| est prolongeable en une fonction de classe C' sur R.

Exercice B4.19 ‘ ﬂ'

Vesio<z <1

soit continue sur R, dérivable sur R’ .
2 . ; +
ax® + bx + c sinon

Déterminer a, b, c € R tels que [ : x — {

’ Exercice B4.20 ‘ ¥

Soitf:x»—){(x) sie >0

1 sinon

1. Montrer que f est dérivable sur R, et calculer f’.

2. f est-elle C' 7 deux fois dérivable ?

’Exercice B4.21‘ to o
Soit f : [a,b] — R deérivable et telle que f'(b) < 0 < f'(a). Montrer que f’ s’annule sur ]a, b|.

| Exercice B4.22| 3¥ (Rolle généralisé)
Soit f : [a, +oo[— R une fonction continue sur [a, +oo[, dérivable sur ]a, +o0o] et telle que liril fz) =
T—>+00

f(a). Montrer qu’il existe ¢ €]a, +o0o| tel que f'(c) = 0.

’Exercice B4.23‘ ¥
Soit a € R, h > 0 et f une fonction de classe C2. Montrer qu’il existe ¢ €la,a + 2h[ tel que

fla+2h) = 2f(a+h) + f(a) = hK*f"(c).

’Exercice B4.24‘ to X ol
Soit n € N* et f € C"([a,b],R). On suppose que f s’annule en au moins n points ay, ..., ay.

1. Soit x € [a,b] \ {a; | i € [1,n]}.

(a) Déterminer A € R tel que ¢ : ¢t — f(t) — AH(t — a;) s’annule en x.
i=1
F(e)
!

n

(b) Montrer qu'il existe ¢ €]a, b] tel que f(z) = (x — a;).

i=1

2. Montrer qu’il existe M € R tel que

M
Vz € [a,b], [f(z)] < HHW — ajl.
=1

guEL
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’Exercice B4.25‘ ¥
Calculer I'expression de f (n) pour tout n € N, avec

(i)f:mHﬁ; (i) f:z o

1— g2

’Exercice B4.26 ‘ o2

1. Calculer pour tout n € N la dérivée n-iéme de x — In(1 + x).

2. En déduire pour tout n € N la dérivée n-ieme de x +— zIn(1 + ).

’Exercice B4.27‘ ¥
Calculer pour tout n € N la dérivée n-iéme de

l.z— (z—1)e 7,
2.z — 2" n(x),

3. ¢z — z"e”.

’Exercice B4.28 ‘ ﬁ'

n 2
Soit n € N. Déterminer de deux maniéres la dérivée n-ieme de x — 2°". En déduire la valeur de g ( > .

k
k=0

’Exercice B4.29‘ tot ol
Soit f : x — €®V3sin(z). Pour tous n € N, déterminer A, ¢ € R tels que

Vo e R, f(z) = Ae™V3 sin(z + ¢).

’ Exercice B4.30 ‘ ol

ug € [0, 1]
Soit (uy,) définie par eln
W N = —
mEN Un1 = +1

1. Montrer que (uy) est a valeurs dans [0, 1].
(0%

2. Montrer qu’il existe un unique « € [0, 1] tel que Q.

ea+1:

1
3. Montrer que Vn € N, |up41 — of < <4) |up, — | puis en déduire la limite de (uy,).

’Exercice B4.31‘ o3

X . . , . . 1 1
A Taide du théoréme des accroissements finis, déterminer 1151_1 ((x + 1)ew+1 — zew )
T—r+00

’Exercice B4.32 ‘ ¥
1. A l’aide d’un théoréme des accroissements finis, montrer que Vk € N'\ {0,1},

E+1) lln(k 1) < In(In(k + 1)) — In(In(k)) < 1
k

kln(k)

1
< k In(k)

2. En déduire que la suite ) est divergente.
n>2
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