TD D2. Calcul matriciel

1 Opérations matricielles

’Exercice D2.1 ‘
Soit les matrices

-1 0 1 1 1 1
A=10 2 -1l eeB=(-1 0 2
-1 1 0 2 -1 2

. Calculer AB et BA.

. Calculer (AB)T, AT, BT et BTAT.

. Calculer tr A, tr B, tr(AB) et tr(BA).
. Développer (A + B)%

= W N =

’Exercice D2.2‘
Calculer lorsque c’est possible les produits AB et BA.

1 0
-1 01 1 0 1
1'A_<2 10 —1>etB_ 1 2]
-1 1
-1
22A=(1 11 1)et B= !
0 7
1
1
3. A=) etB=[ 0
-1

’Exercice D2.3 ‘ o3

Calculer tous les produits de deux matrices possibles, ot les deux matrices sont & choisir parmi :

30 1 2 -1
A_<O 5 2), B_<1 2), C=(-1 0 2), D =3CT,
1 -1 0 5 —3 (1 -1 -1 0
E=l0 o 3|, F={[o0o 1], G = 1 1 -1|, H=[1
2 0 -1 3 0 -1 -1 1 0

Exercice D2.4 ‘ ¥

chx shz .
Montrer que { (sih:z: ch 95) | z € ]R} est stable par produit.
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’Exercice D2.5 ‘ ¥
Calculer les puissances des matrices suivantes

1 1 1 2 11
1. J=|1 puis A= (1
1
1
1
0

[\]

N

Il
oSO o =
O = O — =

’Exercice D2.6‘ toded

-1 4 =2
Soit A=|-1 3 -1
1 -2 2

1. Déterminer une expression de A? comme combinaison linéaire de A et Is.
2. Montrer que Vn € N, Ja,,b, € R, A" = a, A+ b,13.

3. Déterminer une expression des suites (ay,) et (b,) puis de A" pour tout n € N.

’Exercice D2.7‘ toded
Soit A et B deux matrices carrées telles que AB — BA = B. Montrer que Yk € N*, tr(B*) = 0.

’Exercice D2.8‘ ot ol
Soit A, B € .7, (R).

1. Montrer que tr ((AB — BA)T(AB — BA)) =2 (tr(AQBQ) —tr ((AB)Q)).
2. En déduire que tr ((AB)Q) < tr(A%B?).

’Exercice D2.9‘ totel
Trouver si c’est possible deux matrices carrées A et B telles que AB — BA = 1,,.

2 Matrices inversibles

’Exercice D2.10‘ ot o
Soient X et Y deux matrices colonnes.

1. Montrer que XYT est de rang 1.
2. Montrer que toute matrice carrée A de rang 1 peut s’écrire de la forme ci-dessus.

3. Soit A € #,(R) une matrice carrée de rang 1. Montrer qu’il existe A € R tel que A% = \A.

’Exercice D2.11‘ ¥
Soit A, B € #,,(K) telles que AB = BA.

1. Montrer que si A et B sont nilpotentes, alors AB et A + B sont également nilpotentes.

2. Montrer que si M est nilpotente, alors I,, — M est inversible et donner son inverse.

guEL
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’Exercice D2.12‘
Calculer l'inverse des matrices

12 11 -1
1'A:<1 3>’ 2.B=(-1 1 0 |, 3.

Exercice D2.13 ‘

Déterminer le rang des matrices suivantes. Dans I’éventualité ou il serait maximal pour une matrice

carrée, calculer 'inverse de la matrice.

1 2 -1 1 -1 0 2

1.A=12 1 0|, 12 -1 1 -1
-1 1 0 2. B= 3 3 -2 4|

4 3 -1 1

’Exercice D2.14 ‘ o

O W NN

—_ = e

0 1 1
0 -1 2
-1 0 1
2 3 1

01 1
Soit A=[1 0 1. Verifier que A?> = A + 2I5. En déduire que A est inversible et calculer son inverse.
1 1 0

’Exercice D2.15‘ ot o

20
Soit A= (0 1
0 1

N OO

100
.P=]0 o0 0]lee@=10
01 1

1. Calculer P?, Q% PQ et QP.

2. Exprimer A en fonction de P et @ puis pour tout k € N, A* en fonction de P et Q.

3. Cette relation est-elle vraie pour k € Z 7

’Exercice D2.16‘ tol o

1 0 2
Soit A=(0 1 1
1 1 -1

1. Déterminer trois valeurs A1, Ay, A\3 € R telles que Vi € {1,2,3}, le systéme AX = \; X a une solution

X, € My 1(R) non nulle.
2. Soit P la matrice de .#5(R) qui a pour colonnes X1, Xy et X3.
3. Déterminer sans calculs une matrice diagonale D telle que AP = PD.

4. En déduire une expression de A™ pour tout n € N,

1
5. Calculer de la méme maniére les puissances des matrices |1 3 —1
1

et

— N W

[ N —

W N =

guEL
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’Exercice D2.17‘ totel

lsij=i+]1

Soit N € A, (R) telle que V1 < 4,5 < n, [N];; = { )
0 sinon

1. Calculer N* pour tout k € N.

Isig=i . . .
2. Soit A € #,(R) telle que V1 < 4,5 < n, [A];; = Srzn Exprimer A a l’aide des puissances de

0 sinon
N puis montrer que A est inversible et calculer son inverse.

’Exercice D2.18‘ ¥

z 0 —y
Pour tous z,y € R, on note M(z,y) =0 1 0 |.Soit E={M(z,y)|z,y € R}.
y 0 =z

1. Montrer que E est stable par produit.
2. Pour tous z,y,z € R, calculer M (zz, —yz)M(x,y).

3. Pour quels couples (z,y) la matrice M (z,y) est-elle inversible ? Donner son inverse dans ce cas.

’Exercice D2.19‘ tol o

Soit E = AfewmmﬂambemejeMmmmmd_{“?lzj }
b sinon
1. Montrer que E est stable par produit.

2. A quelle condition nécessaire et suffisante sur a et b une matrice M € E est-elle inversible ? Montrer
que dans ce cas, M~ ' € E.

’Exercice D2.20‘ toteto]
Soit f : 4, (K) — K non constante et multiplicative, i.e. telle que

VA, B € #n(K), f(AB) = f(A)f(B).

Montrer que pour tout A € ., (K), f(A) = 0 si et seulement si A n’est pas inversible.

guEL



