MPSI Paul Valéry pour le 18/02/2026
DEVOIR MAISON N° 15

La présentation, ’orthographe et la qualité de la rédaction seront prises en compte.
Les résultats devront étre .
La recherche de l’intégralité du sujet est indispensable pour tous.
Cependant, vous rédigerez un devoir par bin6me, avec relecture mutuelle. Bien stir les
écritures des deux signataires devront apparaitre de maniére significative dans la copie.

Probléme 1

L’objet de ce probleme est ’étude d’une famille de polynémes. On les utilisera en partie C pour évaluer
la (tres célebre) limite d’une suite introduite en partie B.

A Une famille de polynémes

On définit la suite de polynémes (73,) de la maniére suivante :
To=1, Th=X et VYneN Thio=2XT,11 -1,

1. Vérifier que vous obtenez bien Ty = 2X? — 1 puis exprimer T et Tj.

2. (a) Montrer que pour tout n € N*, le degré de T}, est n et son coefficient dominant est 2",

(b) Déterminer pour tout n € N la valeur de a,, = T),(0).
(c) Déterminer pour tout n € N la valeur de b, = T},(1).
3. (a) Montrer que pour tout n € N, on a

Vt € R, T, (cos(t)) = cos(nt). (E)
(b) Montrer que pour tout n € N, T;, est 'unique polynéme P vérifiant
Vt € R, P(cos(t)) = cos(nt).
()
(d) En déduire I'expression du polynéme Tg.
(a) Retrouver, pour tout n € N| les valeurs de a,, et b, a I’aide de la relation (E).
(b) A l'aide de la relation (E), déterminer la valeur de 77 (1).
5. Montrer que

Montrer que pour tous k,n € N, TpoT,, =T, o T}, = T}.

Vn e N, Ve e R, T),(—x) = (—=1)"T),(x).
En déduire, en fonction de n, la parité du polynéme T,,.

6. Dans cette question, on considére n € N*.
2k —1
n
(b) En déduire 'ensemble des racines de T), et justifier qu’elles sont toutes comprises dans 'intervalle

[—1,1].
(¢) Donner la factorisation de T,, en produit de polyndmes irréductibles de R[X].
n
2k —1
(d) Déterminer ’Hcos < 5 7r>.

n

(a) Pour tout k € Z, soit xj = cos < 7r>. Montrer que T),(zx) = 0.

n n
(e) SiT, = Z cka, justifier que Z T = —Cn—1. En déduire la valeur de cette somme.
k=0 k=1



B Deux sommes

n
1
7. Pour tout n € N*, on considére la somme S,, = Z 7z
k=1

1 b ~ 1
(a) Déterminer a et b tels que RE—1) = % + 1 En déduire la valeur de I; =T
1
(b) Montrer que pour tout n € N*, S, <2 — —.
n
(c) En déduire que (.S,,) est une suite convergente. On note ¢ sa limite.
8. Pour tout n € N*, on considére la somme I,, = En: _
' ’ L (2 — 1)

k=1
(a) Pour tout n € N*, exprimer Sy, en fonction de S, et I,,. Vérifier cette formule avec n = 3.
(b) Montrer que (I,) est convergente. On note ¢ sa limite. Donner une relation entre £ et £'.

C Calcul de limite

2k —1
Soit n € N*. Pour tout k € [1,n], on rappelle la notation x; = cos ( 5 7r>.
n

9. Une formule générale de dérivation : soit fi,..., f, des fonctions dérivables. Montrer que

(Hﬁ) => 1 fx I #
i=1 k=1 1<i<n

itk

10. Soit I un intervalle ne contenant aucun des x;. Montrer que

T SN |
veer, @) _y

11. En déduire que

> e
2%k—1_\ '
—1 1- COS( o 7'(‘)
12. (a) Pour tout t € R, montrer que 1 — cos(t) = 2sin?(t/2).

(b) Pour tout t € R, exprimer tan®(t) & l'aide de la seule fonction sin® et des opérations usuelles.
n

(c) En déduire les valeurs de Z
k=1

.2
sin ( o - tan

1 - 1
SV o
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13. (a) Pour tout z € [O, g [, montrer que sin(z) < z < tan(z).
n

(b) Donner alors un encadrement de Z o

1
k=1 ( 4;1”)

5 puis de la somme I, définie en partie B.

(c) En déduire la valeur de ¢'.
2

(d) Montrer finalement que £ = %



