CHAPITRE B4

CONVEXITE

(i)
- { Objectifs | N
N )

o Inégalité de convexité.
e Interprétation géométrique de la convexité.
e Caractérisation de la convexité suivant la régularité de la fonc-
tion.
o 2/

1 Généralités

~Définition B4.1 )

Soit I un intervalle de R. On dit que f : I — R est convexe sur [ lorsque
Ve,y € I,LYA€[0,1], f(1 =Nz +Ay) < (1 =N f(z)+ M\f(y).
A D'inverse, on dit que f est concave lorsque

Vo,y € LYA€[0,1], f(1 =Nz +Ay) = (1= A)f(2) + Af(y).

{Proposition B4.2 }

Avec les notations ci-dessus :
e f est convexe et concave si et seulement si Cy est une droite affine.

e f est concave si et seulement si —f est convexe.
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({Proposition B4.3 (Inégalité de Jensen)} N

Soit m > 2 un nombre entier. Si f : I — R est convexe, alors pour tous zi,...,x, € I et
ALy ooy Ap €[0,1] tels que Ay + ...+ A, =1, 0on a

f (Z Aﬂi) <) Xif ().
i=1 i—1

2 Caractérisations

/—[Proposition B4.4 (Croissance des pentes)} N

Soit f : I — R. Pour tout a € I, on définit la fonction pente

f@) = fla)

r—a

Tg @ T >

(i) f est convexe si et seulement si pour tout a € I, 7, est croissante sur [ \ {a}.

ii) Si f est convexe, alors pour tous a,b,c € I tels que a < b < ¢
) P q )

1) = fla)  fle) = fla)  flo) = F(b)

b—a = c—a c—b

/:(Théoréme B4.5 j N\

Soit f : I — R une fonction dérivable. Alors les propositions suivantes sont équivalentes.
(i) f est convexe.
(ii) f’ est croissante sur I.

(iii) Cy est au-dessus de ses tangentes.

/:(Théoréme B4.6 j N\

Soit f : I — R une fonction de classe C2. Alors

e f est convexe sur I si et seulement si Vx € I, f”(x) )

>0
e f est concave sur I si et seulement si Vo € I, f(z) <0
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/:[Déﬁnition B4.7 (point d’inﬂexion)} N

Soit I un intervalle ouvert de Ret f : I — R. Soit a € I. On dit que Cy admet un point d’inflexion
en a lorsqu’il existe n > 0 tel que f ait des convexités contraires sur les deux intervalles Ja — 7, af
et Ja,a + n|.

\ o’

Remarque. En particulier, un tel point est nécessairement un point intérieur de I.
~ Théoréme B4.8 } N

Avec les mémes notations, on suppose que f : I — R est de classe C? et que f” s’annule et change
de signe en a, alors Cy admet un point d’inflexion en a.

\ o’

/:(Théoréme B4.9 ] N\

Soit I un intervalle ouvert et a un point intérieur de I. On suppose que f : I — R est de classe
Cl
e Si f est convexe sur I : f'(a) = 0 si et seulement si f admet un minimum global en a.

e Si f est concave sur I : f'(a) = 0 si et seulement si f admet un maximum global en a.

Meéthodes

e Etablir la convexité d’une fonction.
e Utiliser les inégalités de convexité.

e Utiliser la comparaison de ¢ avec ses tangentes ou ses cordes.




