
TD B5. Convexité

Exercice B5.1

1. Déterminer la convexité des fonctions suivantes :

(a) sin,

(b) ln,

(c) tan,

(d) exp

(e) x 7→ xp avec p > 1 entier,

(f) x 7→ ex − 1

ex + 1
,

2. Déduire de résultats ci-dessus les inégalités suivantes.

(a) ∀x ⩾ 0, ln(1 + x) ⩽ x,

(b) ∀x ∈ [0, 1], x+ 1 ⩽ ex ⩽ 1 + x(e− 1),

(c) ∀x ∈
[
0,

π

2

]
,
2x

π
⩽ sin(x) ⩽ x,

(d) ∀a, b ∈ R+,∀p ⩾ 2, (a+ b)p ⩽ 2p−1(ap + bp),

(e) ∀a, b ∈ R+,
√
ab ⩽

1

2
(a+ b),

(f) ∀n ∈ N∗,∀(ai)1⩽i⩽n ⊂ R+,

(
n∏

i=1

ai

) 1
n

⩽
1

n

n∑
i=1

ai.

Exercice B5.2

Soit x ∈ R∗
+. Montrer que 2x + 2x

3
⩾ 2x

2+1.

Exercice B5.3

Soit f : [0, 2π] → R une fonction convexe de classe C2. Montrer que∫ 2π

0
f(x) cos(x) dx ⩾ 0.

Exercice B5.4

Soit f : [a, b] → R une fonction de classe C1 et convexe. Montrer que

(b− a)f

(
a+ b

2

)
⩽
∫ b

a
f(t) dt ⩽ (b− a)

f(a) + f(b)

2
.

Exercice B5.5

Soit f : [a, b] → R une fonction de classe C2 telle que f(a) = f(b) = 0.

1. Justi�er l'existence de M = max{|f ′′(x)|, x ∈ [a, b]}.

2. Soit g : x 7→ f(x) −M
(x− a)(b− x)

2
et h : x 7→ f(x) +M

(x− a)(b− x)

2
. Montrer que g est convexe

et h concave.

3. Montrer que

∀x ∈ [a, b], |f(x)| ⩽ M
(x− a)(b− x)

2

1
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Exercice B5.6

Soit f une fonction convexe et g une fonction croissante et convexe. Montrer que g ◦ f est convexe

• si l'on suppose f et g de classe C2,

• sans hypothèses de régularité.

Exercice B5.7

Soit f : [0, 1] → R continue véri�ant

∀a, b ∈ [0, 1], f

(
a+ b

2

)
⩽

f(a) + f(b)

2
.

Montrer que f est convexe.
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