MPSI Paul Valéry Corrigé
DEVOIR MAISON N° 15

Probléme 1

L’objet de ce probleme est 1’étude des polynomes de Tchebychev!. On les utilisera en partie C pour
évaluer la (trés célébre) valeur, solution du probléme connu sous le nom de probléme de Bale (ville de
Jacques Bernoulli et d’Euler). Cependant les questions de la partie B sont largement indépendantes des
autres parties.

A Une famille de polynémes
On définit la suite de polynémes (73,) de la maniére suivante :

To=1, Ti=x et VnéeN, Thvo =2xTh+1 — Ty

1. On a alors Ty = 22% — 1 puis T3 = 22(22? — 1) —x = et Ty = 2x(4a® — 3z) — (222 — 1) =
82 — 822+ 1]

2. (a) Procédons par récurrence double. La propriété est vraie pour n =1 et n = 2.
Soit n € N*. Supposons la propriété vraie pour T), et T 1.
On a Tyhyo = 20T, 11 — T, Le degré de 22T, 11 est n + 2 et celui de T}, est n. Comme ces deux
polynomes sont de degrés différents, leur somme est de | degré n 4 2| et le coefficient dominant est
celui de 2275, 41.
De plus si 'on écrit T,,11 = 2"t 4 R par hypothése de récurrence (avec deg R < n), alors

20Ty 1 = 2" 12" 2422 R, avec deg(22R) < n+1. Donc|le coefficient dominant de T, 4o est 2771 |

(b) En évaluant en 0 la relation de récurrence, on a T,42(0) = T,,(0). Ainsi, pour tout n pair, en
posant n = 2k, Thi(0) = (=1)*Tp(0) = (—1)* et pour tout n impair, T},(0) = £77(0) = 0.
Vk €N, agp = (—1)k et agp+1 = 0‘.

(¢) En évaluant en 0 la relation de récurrence, on obtient by, 12 = 2b,41 — by, avec by = 1 et by = 1.
Puis on montre, soit en étudiant une suite récurrente & 2 termes, soit par récurrence double, que

(VneN, b, =1]

3. (a) Soit t,u € R. cos(t +u) = costcosu —sintsinu et cos(t — u) = cost cosu + sintsin u.

Autrement dit,

1
On somme : cos(t+u)+cos(t—u) = 2 cos(t) cos(u), d’ott | cos(t) cos(u) = 5 (cos(t +u) + cos(t —u)) |

(b) Montrons cette relation par récurrence double.

Pour n =0 : Vt € R, Ty(cos(t)) = 1 = cos(0t).

Pour n=1: Vt € R, Ti(cos(t)) = cos(t) = cos(1t).

Héreédité : Soit n € N. Supposons Vt € R, T),(cos(t)) = cos(nt) et Ty11(cos(t)) = cos((n + 1)t).
D’apreés la relation de récurrence, T),42(cos(t)) = 2 cos(t) cos((n + 1)t) — cos(nt).
Or 2 cos(t) cos((n+1)t) = cos((n+2)t)+cos(nt) d’apres la question précédente (et en utilisant
la parité ou la commutativité du produit).
D’ou la propriété au rang n + 2.

1. Pafnouti Tchebychev était un mathématicien russe du XIXe® siécle. On lui doit de nombreuses contributions, en théorie
des probabilités et en théorie des nombres. Il est notamment 'initiateur de travaux ayant mené, avec Liapounov et Markov puis
Kolmogorov, aux probabilités telles qu’on les connait aujourd’hui



Finalement, pour tout n € N :

| T(cos(t)) = cos(nt) | (E)

(¢) On vient de voir que T,, vérifie cette relation, reste & montrer I'unicité.
Supposons qu’on ait un polynéme P vérifiant : Vt € R, P(cos(t)) = cos(nt).
Alors Vt € R, P(cos(t)) = Ty (cos(t)), i.e. (P —T,)(cos(t)) =0.
Pour tout = € [—1,1], il existe t € R tel que x = cos(t). Donc (P —T,,)(z) = (P —T,)(cos(t)) = 0.
Ainsi tous les réels de [—1, 1] sont racines du polynéme P — T),. Donc P — T, est le polynome nul
et|P=T,]|

(d) Soit k,n € N. Méme principe : pour tout = € [—1, 1], on écrit x = cos(t).
T, o T (x) = T, (cos(kt)) = cos(nkt) = Thi(x).
Les polynomes T, o Ty, et T,; coincident sur [—1, 1] donc sont égaux (si on veut refaire le raison-
nement : leur différence posséde une infinité de racines).
Comme Ty, 0 Ty = T = Tk, = Ti © T, on & bien | T 0 Ty, = Ty 0 Ty = Ty |

() Ty =ThoTs =2(4a® — 32)2 — 1 = | 3245 — 482" + 1822 — 1],

4. (a) On applique la relation (E) avec, par exemple, t = g Cela donne T, (0) = cos (n%) On retrouve

Vk €N, agr = (—1)k et agk+1 =01
Avec t =0 : b, = Tp(1) = cos(n x 0) =[1].

o | e i 10— (@)

T—a Tr—a
(c) Soit = € [0, 1]. Posons = = cos(t) avec t € [0,7/2].

Alors To(z) — T,(1) _ Th(cos(t)) — 1 _ cos(nt) — 1
x—1 cos(t) — 1 cos(t) — 1
pour les fonctions cos et g : t — cos(nt), dérivables en 0. On les montre en étudiant des différences
ou & l'aide de formules de Taylor, & revoir aprés le chapitre concerné.

, cette limite existant par définition de la dérivabilité de f en a.

. On va utiliser des encadrements déja étudiés

2 2 n2¢2 n2t2  pA
—3 <cos(t) — 1< -3 + 21 et donc — 5 < cos(nt) — 1 < ——5 + TR

_ cos(t) — 1 1  cos(nt)—1 n?
Ceci montre ——5—— —— —— et -

12 t—0 2 12 t—0 2
Alnsi cos(nt) — 1 _ cos(nt) — 1 t2 2
cos(t) — 1 t2 cos(t) — 1 t—0
T(z)—1

n?, donc | T/ (1) = n?|.

Par composition de limites,
z—1 z—1

5. On proceéde par récurrence double. Les initialisations sont élémentaires.
Pour n € N, si ’on suppose la propriété vraie pour T, et T, 1, alors :
Thio(—2) = —22Tp 1 (—2) — Tp(—2) = —(=1)"™ 22T, 11 (2) — (—1)"Tp(z) par H.R.
Puis Tpyo(—2) = (—1)" 2(22Ty 41 (z) — Ty (z)) = (—=1)" 2Ty ya(z).
Dot |Vn € N, Vo € R, T(—x) = (=1)"Tu(x) |

Soit x € [—1,1]. On écrit x = cos(t).
Th(—z) = Ty (—cos(t)) = Ty, (cos(t + 7)) = cos(nt + nm) d’apres (E).
Or cos(nt + nm) = (—1)" cos(nt), donc T, (—x) = (—1)" cos(nt) = (—1)"T,,(x).
Ceci montre que les polynomes T, (—z) et (—1)"T,(z) coincident sur [—1, 1], donc ils coincident
sur R (leur diférence posséde une infinité de racines).

Ainsi ’Tn est pair pour n pair et impair pour n impair ‘




6. Dans cette question, on considére n € N*.

(a)

(b)

nxxw::aE<n2Z;1w>:ums@;;—q)g):[]

Les zj pour k € [1,n] sont des valeurs différentes (par monotonie/injectivité de la fonction cos
sur [0, 7]. Cela donne donc n racines distinctes de T,,, qui est de degré n. Il n’y en a donc pas
d’autres, elles sont toutes simples et comprises (comme valeurs du cos) dans Uintervalle [—1, 1].

2k — 1
Pour tout k € Z, soit x = cos ( 5 7r>.

n
En n’oubliant pas le coefficient dominant, on obtient | 7}, = 2"+ H(w — x) |. Chaque facteur est
k=1

bien irréductible car de degré 1.
n

Le coeflicient constant de T, est, en développant, (—1)"2"Jrl ka Par ailleurs, on I'obtient
k=1
comme T,(0).

n

. a . . .

Ainsi 7 =| (—1)"=—= |. On laisse le soin au lecteur d’aller rechercher l’expression de a,, dans
’ on+1
k=1

T
les premiéres questions. On vérifie que quand n est impair, Tnt1 = 005(5) = 0 et le produit est
2

alors bien nul.
n n

Si T, = chxk, on obtient Zxk = —c¢,_1 en identifiant dans les deux écritures le coefficient
k=0 k=1

de 2" L. Le polynoéme T, étant de la parité de n, il n’a pas de termes de parité opposée, donc en

particulier pas de terme de degré n — 1. Ainsi ¢,—1 =0 et ’1& somme est nulle ‘

B Deux sommes

n
1
7. Pour tout n € N*, on considére la somme S,, = Z 7z
k=1
(a) ! L b parta zn: ! o1
a) | ————— = — + —— |. Par télescopage ——=1—-=—
kk—1) &k k-1 PAE Lk (k 1) n
(b) Soit n € N*. Pour tout k L 1
oit n . Pour tout k, on a — < ——.
ORI S Rk — 1)
~ 1 ~ 1 1
S, <SS —— —1 = Donc|S,<2— |
n Zk(k—l) +Zk(k—1) one | on n
k=1 k=2
1
(c) D’une part (Sy,) est une suite croissante car Sy,41 — Sp = CEE > 0 pour tout n.
n

8. Pour tout n € N*, on considére la somme I,, = Z

(a)

D’autre part (S,) est majorée par 2 d’aprés ce qui précéde.

Donc ’ (Sn) est une suite convergente ‘ On note ¢ sa limite.

n

1

_ 2°
£ (2h— 1)

Soit n € N*. En séparant termes pairs et impairs, on a So, =
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k=1 k=1
1
Donc Szn:In‘FZSn-
A 3814ttt ot 1ttt ol
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I
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1
(b) Soit n € N*. I, = Sy, — ZS"’ ce qui en fait une |suite convergente ‘ On note ¢ sa limite.

3
On a alors | ¢ = Zﬁ .

C Calcul de limite

2k —1
Soit n € N*. Pour tout k € [1,n], on rappelle la notation x; = cos ( 5 7r>.
n

9. Une formule générale de dérivation : soit fi,..., f, des fonctions dérivables. On montre par récurrence
que

(11f>=2 fix 11 f

k=1 1<i<n
itk

La formule est vraie pour n =1, n = 2.

n+1 n

Si on la suppose vraie pour un certain n € N*, on écrit H fi = (H fi> X fne1 et on applique la
i=1 i=1

formule de dérivée d’un produit de 2 fonctions puis I’hypothése de récurrence.

Pour 3 fonctions : | (fgh) = f'gh+ fg'h + fgh'|

n

10. Soit I un intervalle ne contenant aucun des xz. On a T, = 2"*! H(:U — x). On applique la formule

k=1
n
précédente avec f; : v — x;. T) () = Z 1 x H (x — ;)
k=1 1<i<n
itk
T!(z 1
Le quotient donne alors |Va € I, ﬁ =
T (x) T —xp
k=1
- 1
11. On évalue cette égalité en x = 1 pour obtenir Ty = n?
P 1- cos( 5y 7r)

12. (a) La formule cos(2a) = 1 — 2sin?(a) donne |1 — cos(t) = 2sin®(¢/2) |.

sin?t sin?t

™
b) Soit t € R\ {5 + km, k € Z}. tan’t = = ~
(b) Soit t € \{2+ ™ k € Z}. tan cos? t 1 —sin?¢




n

’ N 1
(c) D’apres 11, 52

k=1

1

sin? ( 212;1 7r)

=n2, dou

1 1
Et 12b donne —5— = —— — 1. D’ou| )
tan“t  sin“t 1

=2n% —n|.

tan® (%)

. I . . P
13. (a) sin et tan sont toutes deux de classe C? sur [0, 3 [ sin est concave car sin” = — sin est négative sur

T
[O, 5 [ et tan est convexe. Donc par comparaison avec leur tangente en 0, on a’ sin(z) < z < tan(x) ‘

Remarque. Sans convexité, on peut aussi écrire une IAF en 0 voire faire une étude de la
différence (plus long).

1
(b) Cela donne P—

1_ 1
t2 " sin?t’

<

n

1
2 § : 2
Donc | 2n —n< T”<2n .

2
k=1 ( 4n )
2 [ 9p2 _ 2
Ainsi en divisant par W—Z, % 21, < % )
2
(c) D’aprés le théoréme des gendarmes, | £/ = 5
. 4 , 2
(d) Finalement, ¢ = gf donc | £ = 5 |




