MPSI Paul Valéry Corrigé
DEVOIR SURVEILLE N° 5

Probléme 1

1. Si on représente une répartition comme un alignement de personnes et de cloisons, une répartition
revient & ordonner n + p — 1 objets, & savoir n personnes (o) et p — 1 cloisons (pour délimiter les p
salles. Par exemple

oo (oo | e ct |ee| 0oe |

représentent les répartitions 24+0+2+1et 04+2+3+0danslecasn=>5et p=4.
On dénombre cela soit comme une anagramme, soit comme les parties & p — 1 éléments (le choix des
places des |) dans un ensemble & n + p — 1 éléments (les places disponibles) et on obtient

(n +p— 1> ) "
répartitions |.
p—1

2. Soient a,b € N avec b > a + 2.
D’aprés la croissance des pentes, on a f(a+ 1) — f(a) <
D’ou
fla+1) = f(a) < f(b) — f(b—1).

On réarrange.

fla+ 1)+ f(b—1) < fa)+ [() )

3. Raisonnons par contraposée. Supposons qu'il existe ¢, j € [1, p] tels que x; > z; + 2.
On définit un nouveau p-uplet en posant y; = z; + 1, y; = z; — 1 et y, = x}, sinon.

P

On a toujours Zyk = n, mais d’aprés la question 7?7 f(y;) + f(y;) < f(xs) + f(xj)-
k=1

Donc

T(y17 .- '7yp) < T(wlv B 7xp)'

La la question est légérement inexacte : si l'inégalité est stricte, le p-uplet initial n’était pas minimal.
Ainsi tout minimiseur strict vérifie
|:L‘Z' - xj] < 1.

Pour gérer les cas d’égalité, il faudrait travailler avec une fonction strictement conveze. Ici, tous les
minimiseurs ne sont pas tels qu’annoncés, mais un minimum est toujours atteint par un p-uplet de la
forme annoncée.

4. Soit (z1,...,zp) minimisant T et posons m = min ;.
D’aprés la question précédente, les x; prennent uniquement les valeurs m ou m + 1.
Notons k le nombre d’indices tels que x; = m + 1. Alors

n=k(m+1)+(p—km=pm+k.

Par unicité de la division euclidienne, m =¢q, k=r.
On a donc | r éléments égaux a ¢ + 1 et p — r éléments égaux a ¢ ‘




5. Chaque poignée de mains se déroule dans 'une des p salles.
Dans la salle 7, le nombre de paires de personnes est donné par le nombre de parties & 2 éléments d’un

ensemble & x; éléments, soit

p
Donc au total, |T = Z <a;> .
i=1

i (i —1 :
6. Pour tout i, (Z) = xz(x;) La fonction

z(x —1)
2

est (strictement) convexe sur R, car de classe C? (comme une fonction polynomiale) et Y € R,

firzw—

f"(z) =1 > 0. On note encore n = gp + r la division euclidienne de n par p (notamment ¢ = |—]).
La partie précédente montre qu’on a une valeur de 7" minimale si et seulement si r salles contiennent
q + 1 personnes et n — r salles contiennent ¢ personnes.

7. Une répartition minimisant le cofit correspond au choix des r salles contenant g + 1 personnes.

Le nombre de répartitions minimales est donc .
r

8. Méme remarque sur le probléme de stricte convexité et de stricte minimisation.
Sl existe ¢ # j tels que 0 < z; < xj, alors ils sont aussi inférieurs & n. Dans ce cas, on a, d’apres la
question ??, f(x;) + f(z;) < f(zs — 1) + f(xj + 1) et le p-uplet (z1,...,xp) ne maximise pas 7. Ainsi,

si on a un maximum en (x1,...,x,), alors ’au plus un des x; est non nul ‘

9. Les p-uplets maximisant T sont donc tels que ’Elio € [1,p], xiy, =n et Vi #ip, z; =0 ‘

Une telle répartition revient au choix de ig € [1, p[, soit | p possibilités |

10. On applique l'inégalité de Jensen a la fonction f.

(B

1=1

1
avec les — qui sont bien tels que Z - =
p

i=1
P
. 1 .
En factorisant par — et comme sz = n, on obtient
p i=1
P n
> f@) = pf () :
i=1 p
n n
Un p-uplet réalisant cela est <, e ) (avec la méme réserve que précédemment sur la question de
p p

la stricte minimalité).

Probléme 2

5 —4 -1
Soit M =11 0 -1
0 0 4



4 —4 -1
1. Soit A=(1 -1 -1

0 0 3
12 -12 -3
(a) A2=|[3 -3 -3|,donc
0 0 9

(b) On remarque que M = A+ 1I5. Comme M et I3 commutent (M I3 = IsM = M), on peut appliquer

n
la formule du binéme. Alors pour tout n € N, M" = Z (Z) Ak =k,
k=0
Or d’aprés ce qui précede, on montre par récurrence : Vk € N*, A¥ = 3*71 4. De plus A° = Is.

kajwnz;g4-§:<Z>3K4A::@4-(§:<Z>3”4>f1
k=1

k=1

n n
1 1
Or ; <Z> a = 3 (k:z—o <Z> i 1) N 5(4n — 1) en reconnaissant une formule du binéme sur
les nombres réels.

1
Finalement, | pour tout n € N, M" = I3 + 5(4” —1A|

21 —20 —5
2. M*’=|5 -4 —5|=|5M—4I;)|
0 0 16

(a) M = agM + bols avec ag = 0 et by = 1.
Soit n € N. Supposons qu’il existe a,, b, € R tels que M" = a, M + b, I5.
Alors M" ™ = a,, M? + b, M = a,(5M — 4I3) + b, M = (5a,, + b,)M — 4a,I.
En posant a1 = 5a, + by, et by41 = —4a,, on a M = n+1M + bpy113.
On a donc montré par récurrence qu'il existe deux suites (a,) et (by,) telles que pour tout n € N,

M"™ = a, M + b, I5.

— == 1 —
Elles vérifient a0 =0 7 a1 ot ap+1 = San + by
bo:l b1:0 bn+1:_4an

(b) La relation de récurrence donne pour tout n, ani+2 = 5api1 + bpy1, dou
Elle donne aussi by, 12 = —4ay41, d’ott b0 = —4(5a,+by,) = 5% (—4ay,)—4b,. Mais —4a,, = by41.

bnya = 5bat1 — 4by |

(c) Etude de la relation de récurrence x, 4o = 5&py1 — 42y,

'équation caractéristique est X2 — 5X + 4 = 0, de racines 4 et 1.
Donc les suites solutions sont de la forme (A" + p),, avec A\, € R.

=0 A+ pu=0 A=3
° 0 donne il , soit 3 1
1 IN+p=1

(pt2 = Sant1 — 4ay |.

Finalement,

1
Finalement, |Vn € N, a,, = 5(4" —-1)|




b P
° 0=1 donne Atp=1 , soit 3
b1 =0 AA+p=0 o=

Lo W~

1
Finalement, |Vn € N, b, = —5(4” —4) |

1 1
(d) Finalement | M"™ = a, M + b,13 = 5(4” —1)M — 5(4” —4)I5|.

1 1 1
En utilisant M = A + I3, on obtient M" = 5(4” - 1A+ <3(4” —-1)— 5(4” - 4)> Is.

=1

On retrouve le résultat de la question 1(a)ii.

3. (a) A l'aide du pivot de Gauf (commencer par Li <+ L3), on obtient ’)\1 =let \y=4 ‘
(b) Soit

E = {X (S %3’1(R) ’ AX = )\1X} et FEy = {X S .//3’1(R> ’ AX = )\QX}
On a
Ey=Ker(X — AX — M X) et Ey=Ker(X — AX — X X),

dont on prendra soin de montrer la linéarité. £ et E5 sont donc des sous-espaces vectoriels de
AM31(R).
La résolution des systémes (A — A\113)X =0 et (A — A2I3)X = 0 donne par exemple

1 1 4
Xi=1[1], Xo=|0]etXs=|1
0 1 0

Ainsi,

E1 = Vect(Xl) et E2 = VeCt(Xg,Xg)

1 1 4 1 0 0
(¢c) Onaalors P=[1 0 1].D’aprés ce qui précede, MP=P [0 4 0
0 10 0 0 4
1 -1 4 1
(d) Par la méthode de votre choix, on obtient | P est inversible P~ = 3 0o o0 3
1 -1 -1
1 0 O
(e) On montre par récurrence que |pour tout n € N, D" =10 4" 0
0 0 4"

D’aprés la question précédente, P étant inversible, on a M = PDP~!. On montre alors par

récurrence que | pour tout n € N, M™ = PD"P~1|

4. Une petite derniére.
(a) On proceéde par récurrence.
5+4U() —4—4UQ —1—UO

M0:[3: ug + 1 —Ug —1 —wup | avec ug = —1.

0 0 3up + 4

4



5+ 4u, —4-—4u, -1-—u,

Soit n € N. Supposons qu’il existe u,, tel que M" = | u, + 1 —Up -1 —uy
0 0 3u, +4
5+4u, —4-—4u, —1-—u, 5 —4 -1
Alors M =M"x M= | u,+1 — Uy, —1—uy, 1 0 -1
0 0 3un, +4 0O 0 4
21 + 16w, —20— 16w, —5—4u,
Doa M""' = | 4u,+5  —du,—4 —5—du,
0 0 12u, + 16
5444+ 4uy) —4—44+4u,) —1— (4+ 4uy)
Cela donne M™™' = | (4u, +4) +1 —(4uy, +4) —1— (4 + 4uy)
0 0 3(4+ 4uy,) + 4
5+4duprr —4—4uppr —1—up
En posant upq1 = 4u, +4, on a MM = Upt1 + 1 —Up41 —1 — Upt1
0 0 3Upt1 +4

uoz—l

La suite ainsi définie vérifie
Upt1 = dun +4

4
(b) On étudie la suite arithmético-géométrique (u,). Pour cela on démontre que (u, + g)n est géo-

4 1
meétrique et vérifie u,41 + 3= 4(up + g) Ainsi, |pour tout n € N, on a u, = 5(4” —4)|

1
Cela donne bien M" = M +up,A=(A+1I)+u,A=1I5+ 5(4" —1)A.

5. Division euclidienne de X™ par X? —5X 44 : il existe Q, R € R[X] tels que X" = (X? —5X +4)Q + R
et R=aX + (€ Ri[X].
L’évaluation de cette égalité en 1 et 4, racines de X2 — 5X + 4, donne

4r

at+pB=1 o
o = 4 Syn
da+ =4 8=
3

1 1
Finalement M" = R(M) = aM + 13 = §(4n - 1)M — 5(4” —4)I3|, comme en 1(b)iv.




