
Chapitre B6

Comparaisons locales

• Notions d'équivalence, de domination et de négligeabilité.

• Lien avec le comportement asymptotique.

Objectifs

1 Les trois relations

Soit (un) et (vn) deux suites réelles, (vn) ne
s'annulant pas àpcr.

(i) On dit que (un) est négligeable de-

vant (vn) lorsque
un
vn

−−−−−→
n→+∞

0 et on

note un = o(vn).

(ii) On dit que (un) et (vn) sont équiva-

lentes lorsque
un
vn

−−−−−→
n→+∞

1 et on note
un ∼ vn.

(iii) On dit que (un) est dominée par (vn)

lorsque

(
un
vn

)
est majorée et on note

un = O(vn).

Dé�nition B6.1

Soit f et g deux fonctions réelles dé�nies sur
D et a ∈ D. En a,

(i) on dit que f est négligeable devant

g lorsque
f(x)

g(x)
−−−→
x→a

0 et on note f =

o(g).

(ii) on dit que f et g sont équivalentes

lorsque
f(x)

g(x)
−−−→
x→a

1 et on note f ∼ g.

(iii) On dit que f est dominée par g

lorsque
f

g
est majorée et on note f =

O(g).

Dé�nition B6.2

Notations. La notation ∼ est incomplète. On
devrait plutôt écrire un ∼

n→+∞
vn, et de même

un = o
n→+∞

(vn) et un = O
n→+∞

(vn).

Notations. La notation ∼ est incomplète. On
devrait plutôt écrire f(x) ∼

x→a
g(x). On note de

même f(x) = o
x→a

(g(x)) et f(x) = O
x→a

(g(x)).
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2 B6. Comparaisons locales

Exemples.

• n = o
n→+∞

(n2),
√
n = o

n→+∞
(n),

• 1

n2
= o

n→+∞

(
1

n

)
,
1

n
= o

n→+∞

(
1√
n

)
.

• n+ 28 ∼
n→+∞

n, n2 + 28n+ 496 ∼
n→+∞

n2.

Exemples.

• En +∞ : x = o
x→∞

(x2),
1

x2
= o

x→∞

(
1

x

)
,

• En 0 : x3 = o
x→0

(x2), x2 = o
x→0

(x).

• x+ 28 ∼
x→+∞

x, x2 + 28x+ 496 ∼
x→+∞

x2

Soit (un) et (vn) deux suites réelles. Alors

un ∼ vn ⇔ un − vn = o(vn).

Théorème B6.3

Soit f et g deux fonctions réelles. Alors

f ∼ g ⇔ f − g = o(g).

Théorème B6.4

Dém. B6.4

f − g = o(g) ⇔ f − g

g
−→ 0 ⇔ f

g
− 1 −→ 0 ⇔ f

g
−→ 1 ⇔ f ∼ g.

Exemple. x2 + x ∼
x→+∞

x2 car x = o(x2). Voir aussi que x2 + x = x2
(
1 +

1

x

)
︸ ︷︷ ︸

→1

.

La relation ∼ est une relation d'équivalence, c'est-à-dire :

La relation ∼ est une relation d'équivalence
sur KN.

Proposition B6.5 La relation ∼ est

ré�exive : f ∼ f ;

symétrique : f ∼ g ⇔ g ∼ f ;

transitive :
f ∼ g
g ∼ h

}
⇒ f ∼ h.

Proposition B6.6

Remarques.

• Dire un = o(1) revient à dire un −−−−−→
n→+∞

0.

• Si ℓ ̸= 0, un ∼ ℓ revient à dire un −−−−−→
n→+∞

ℓ.

Remarques.

• Dire f = o(1) revient à dire f(x) −−−→
x→a

0.

• Si ℓ ̸= 0, f ∼
a
ℓ revient à dire f(x) −−−→

x→a
ℓ.

Remarques.

• On a aussi f ∼ g ⇔ f − g = o(f). Comprendre que f et g sont équivalentes si et seulement si leur
di�érence est négligeable devant l'une des deux, i.e. leur ordre de grandeur (commun !).

• On peut avoir f ∼ g sans que f − g soit � petit � dans l'absolu. Par exemple x2 + x ∼
x→+∞

x2 et leur

di�érence vaut x, qui tend vers +∞ en +∞. Mais on a x = o(x2).

• Quand on donne un équivalent, inutile de donner plusieurs termes de di�érents ordres de grandeur. Par
exemple, x2 + x+ 1 ∼

x→+∞
x2 + x est vrai mais inopérant car on a aussi x2 + x+ 1 ∼

x→+∞
x2 + 28x. Le

seul équivalent immuable et donc le seul intéressant est x2 + x+ 1 ∼
x→+∞

x2.
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2 Utilisation

Étant données deux suites (un) et (vn) à va-
leurs positives,

un ∼ vn
vn −−−−−→

n→+∞
ℓ ∈ R

}
⇒ un −−−−−→

n→+∞
ℓ;

un = o(vn)
vn −−−−−→

n→+∞
0

}
⇒ un −−−−−→

n→+∞
0;

un = o(vn)
un −−−−−→

n→+∞
+∞

}
⇒ vn −−−−−→

n→+∞
+∞.

Proposition B6.7 (Comparaison et limites)

Étant données deux fonctions f et g à valeurs
positives,

f ∼ g

g(x) −−−→
x→a

ℓ ∈ R

}
⇒ f(x) −−−→

x→a
ℓ;

f = o(g)
g −−−→

x→a
0

}
⇒ f(x) −−−→

x→a
0;

f = o(g)
f −−−→

x→a
+∞

}
⇒ g(x) −−−→

x→a
+∞.

Proposition B6.8 (Comparaison et limites)

3 Calcul

Soit un ∼ an et vn ∼ bn dé�nissant quatre
suites réelles. Alors

(i) unvn ∼ anbn ;

(ii) si un et vn ne s'annulent pas àpcr, alors
un
vn

∼ an
bn

;

(iii) si un ⩾ 0 àpcr, alors uαn ∼ vαn pour tout
α ∈ R.

Proposition B6.9

Soit a ∈ R et f ∼
a

u et g ∼
a

v dé�nissant

quatre fonctions réelles. Alors

(i) fg ∼
a
uv ;

(ii) si g et v ne s'annulent pas, alors
f

g
∼
a

u

v
;

(iii) si f ⩾ 0, alors ∀α ∈ R, fα ∼
a
uα.

Proposition B6.10

Dém. B6.10

(i)
fg

uv
=

f

u

g

v
donc : si

f

u
→ 1 et

g

v
→ 1, alors

fg

uv
→ 1.

(ii)
f/g

u/v
=

f

g

v

u
...

(iii)
fα

uα
=

(
f

u

)α

= eα ln(f/u) donc si
f

u
→ 1, ln(f/u) → 0, donc

fα

uα
→ 1.
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4 B6. Comparaisons locales

Remarque. ! Attention !

• On ne somme pas d'équivalents : soit f(x) = x2 + x ∼
+∞

x2 et g(x) = −x2 + x ∼
+∞

−x2. Bien sûr on ne

peut absolument pas écrire que f + g ∼ 0, c'est pire que faux !
Contre-exemple (légèrement) moins stupide : x+ 1 ∼ x+ 2 et −x ∼ −x mais on n'a pas 1 ∼ 2.

• On ne compose pas les équivalents à gauche (en particulier on ne les passe pas au log ou à l'exponen-
tielle). Contre-exemple : x+ 1 ∼

+∞
x mais ex+1 = eex qui n'est pas équivalent à ex.

Soit (un), (vn) et (wn) trois suites et α, β ∈ R.
Alors

(i)
un = o (wn)

vn = o (wn)

}
⇒ αun+βvn = o (wn),

(ii)
un = o (vn)

vn = o (wn)

}
⇒ un = o (wn),

(iii) Si un = o (wn), alors unvn = o (wnvn).

Proposition B6.11

Soit f, g et h trois fonctions réelles et α, β ∈
R. Alors

(i)
f = o (h)

g = o (h)

}
⇒ αf + βg = o (h),

(ii)
f = o (g)

g = o (h)

}
⇒ f = o (h),

(iii) Si f = o (h), alors fg = o (hg).

Proposition B6.12

Dém. B6.12

(i)
αf + βg

h
= α

f

h
+ β

g

h
, (ii)

f

h
=

f

g

g

h
, (iii)

fg

hg
=

f

h
.

Soit x > 1 et α, β > 0. Alors

• (lnn)β = o
n→∞

(nα),

• nα = o
n→∞

(xn),

• xn = o
n→∞

(n!),

• n! = o
n→∞

(nn).

Proposition B6.13 (Suites de référence)

Soit α, β, γ > 0 avec α < β. Alors

(i) En 0 :

| lnx|γ = o

(
1

xα

)
et

1

xα
= o

(
1

xβ

)
.

(ii) En +∞ : xα = o (xβ), xα = o (ex) et

(lnx)γ = o (xα).

Proposition B6.14 (Croissances comparées)
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Soit (un) une suite tendant vers 0. Alors

(i) sinun ∼
n→+∞

un ;

(ii) tanun ∼
n→+∞

un ;

(iii) shun ∼
n→+∞

un ;

(iv) thun ∼
n→+∞

un ;

(v) Arctanun ∼
n→+∞

un ;

(vi) ln(1 + un) ∼
n→+∞

un ;

(vii) (eun − 1) ∼
n→+∞

un ;

(viii) ((1 + un)
α − 1) ∼

n→+∞
αun ;

(ix) 1− cosun ∼
n→+∞

u2n
2
.

Théorème B6.15 (Équivalents usuels)

On a les équivalents suivants.

(i) sinx ∼
x→0

x ;

(ii) tanx ∼
x→0

x ;

(iii) shx ∼
x→0

x ;

(iv) thx ∼
x→0

x ;

(v) Arctanx ∼
x→0

x.

(vi) ln(1 + x) ∼
x→0

x ;

(vii) ex − 1 ∼
x→0

x ;

(viii) (1 + x)α − 1 ∼
x→0

αx ;

(ix) 1− cosx ∼
x→0

x2

2
;

Théorème B6.16 (Équivalents usuels en 0)

Remarque. Plus généralement, on peut rete-
nir que pour f une fonction dérivable en 0 avec
f ′(0) ̸= 0 et (un) qui converge vers 0, on a

(f(un)− f(0)) ∼
n→+∞

f ′(0)un.

Remarque. Plus généralement, si f est déri-
vable en a ∈ D avec f ′(a) ̸= 0, alors

f(x)− f(a) ∼
x→a

f ′(a)(x− a).

Dém. B6.16

(i)
f(x)− f(a)

x− a
−−−→
x→a

f ′(a) donc
f(x)− f(a)

f ′(a)(x− a)
−−−→
x→a

1.

• Véri�er une relation de comparaison par quotient.

• Déterminer un équivalent

➢ d'un produit, d'un quotient,

➢ d'une somme en gardant une trace du reste,

➢ avec les équivalents usuels.

Méthodes
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