
TD B6. Comparaisons locales

1 Propriétés

Exercice B6.1
Soit f, g, h, k des fonctions dé�nies sur D et a ∈ D. Soit λ ∈ K. Montrer que

1. si f =
a
o(g) et g ∼

a
h, alors f =

a
o(h),

2. si f =
a
o(g) et f ∼

a
h, alors h =

a
o(g),

3. si f =
a
O(g) et g =

a
o(h), alors f =

a
o(h),

4. si f =
a
o(g) et g =

a
O(h), alors f =

a
o(h),

5. si f =
a
O(g) et g ∼

a
h, alors f =

a
O(h).

Exercice B6.2
Soit f, g deux fonctions dé�nies sur I et u : J → I Soit a ∈ J et b ∈ R tel que u(t) −−−→

x→a
b. Montrer que

1. si f =
b
o(g), alors f ◦ u =

a
o(g ◦ u),

2. si f =
b
O(g), alors f ◦ u =

a
O(g ◦ u),

3. si f ∼
b
g, alors f ◦ u ∼

a
g ◦ u.

Exercice B6.3
Soit f, g, h, k des fonctions de I dans R et a ∈ I. On suppose

(i) ∀x ∈ I, f(x) ⩽ g(x) ⩽ h(x),

(ii) f ∼
a
k et h ∼

a
k.

Montrer que g ∼
a
k.

Exercice B6.4
Soit f : I → R avec 0 adhérent à I. On suppose qu'il existe a, b ∈ R tels que f(x) − (ax + b) =

x→a
o(x).

Donner, éventuellement en fonction des valeurs de a et b, un équivalent de f en 0.

2 Calculs

Exercice B6.5
Classez par � ordre de négligeabilité � les suites :

1.

(
1

n

)
,

(
lnn

n

)
,

(
lnn

n2

)
,

(
1

n2

)
,

(
1

n lnn

)
.

2. (n) ,
(√

n lnn
)
, (n lnn) ,

(
n2
)
,

(
n2

lnn

)
.
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Exercice B6.6

Déterminer un équivalent et la limite quand n → +∞ des suites suivantes :

(a) n2 − ln(n3 + 1),

(b) n ln

(√
1 +

1

n2

)
,

(c)

√
n+

√
n2 + 1−

√
n+

√
n2 − 1,

(d)
(
1 +

x

n

)n
pour x ∈ R,

(e) n1/n − 1,

(f) ln(n+
√

n2 + 1),

(g)
sin(1/n) + 1

tan( 1
n2 )

,

(h) e
sin

√
lnn
n − cos

1
4
√
n
,

(i) ln

(
n2 − n+ 5

n2 + n− 3

)
,

(j) tan

(
ln

(
cos

(
1

n

)))
.

Exercice B6.7

Donner des équivalents simples des expressions suivantes.

1.
√
x+ 1−

√
x− 1 en +∞,

2.
1

x+ 1
− 1

x− 1
en +∞,

3. x1/x − 1 en +∞,

4. cos(sin(x)) en 0,

5. ln(cos(28x)) en 0,

6. (x+ sinx)
1
3 en 0.

Exercice B6.8

Soit α > 0 et λ ∈ R. Déterminer les limites suivantes.

1. lim
x→0

x lnx

ex − 1
,

2. lim
x→0

ln(cosx)

1− cos(2x)
,

3. lim
x→0

tanx√
1 + sinx− 1

,

4. lim
x→0

(1 + sinx)
1
x ,

5. lim
x→0

( x

sinx

) sin x
x−sin x

,

6. lim
x→1

ln(1 + x2 − x)

x2(x− 1)(x+ 2)
,

7. lim
x→α

xα − αx

xx − αα
,

8. lim
x→+∞

(
x+ 1

x+ 2

)λx

.

Exercice B6.9

À quelle condition nécessaire et su�sante sur a, b, c, d a-t-on

1

ta(ln t)b
=

t→+∞
o

(
1

tc(ln t)d

)
?
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Exercice B6.10
Soit (un) une suite arithmétique de raison r ̸= 0. Établir les équivalents suivants.

1.
n∑

k=1

k ∼
n→+∞

n2

2
,

2.
n∑

i=0

ui ∼
n→+∞

n2r

2
,

3.
n∑

k=1

1

k
∼

n→+∞
ln(n),

4.
2n∑
k=n

1

k3
∼

n→+∞

3

8n2
,

Exercice B6.11
Soit α ∈ R. À l'aide d'équivalents, déterminer lim

x→+∞
(ln(x+ 1))α − (lnx)α.

3 Problèmes d'analyse asymptotique

Exercice B6.12 (Équivalent des intégrales de Wallis)

Pour tout n ∈ N, on étudie l'intégrale dé�nie par Wn =

∫ π
2

0
(cos t)n dt. On admet que (Wn) est décrois-

sante et minorée par 0, et que pour tout n ∈ N, Wn+2 =
n+ 1

n+ 2
Wn.

1. Montrer que
n+ 1

n+ 2
⩽

Wn+1

Wn
⩽ 1 puis en déduire que Wn+1 ∼ Wn (quand n tend vers +∞).

2. Pour tout n ∈ N, on dé�nit un = (n+ 1)WnWn+1.

(a) Montrer que la suite (un) est constante égale à
π

2
.

(b) En déduire que Wn ∼
n→+∞

√
π

2n
et préciser lim

n→+∞
Wn.

Exercice B6.13 Pour tout n ∈ N∗, on note Kn =

∫ 1

0
ettn dt.

1. Montrer que (Kn) est décroissante et minorée par 0.

2. Pour tout n > 0, établir une relation entre Kn et Kn+1.

3. Montrer que (Kn) converge vers 0.

4. Montrer que Kn ∼
n→+∞

e

n
.

Exercice B6.14
Soit (un)n∈N∗ la suite dé�nie par u1 = 1 et ∀n ∈ N∗, un+1 = ln(n+ un).

1. Montrer que (un) possède une limite et la déterminer.

2. Montrer que ∀n > 2, un ⩽ ln(2n) (on pourra utiliser que ∀x > 0, ln(x) ⩽ x.

3. En déduire que un ∼
n→+∞

lnn.

4. Montrer que un − lnn ∼
n→+∞

lnn

n
.
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Exercice B6.15
Pour tout n ∈ N∗, on considère l'équation x− lnx = n.

1. Montrer que pour tout n > 0, cette équation admet une unique solution que l'on notera xn.

2. Montrer que (xn) diverge vers +∞.

3. Montrer que xn ∼ n.

4. Montrer que xn − n ∼ lnn.

Exercice B6.16

Pour tout n ∈ N, soit xn le nombre réel solution de tanx = x sur ]nπ − π

2
, nπ +

π

2
[.

1. Montrer que xn ∼ nπ.

2. Soit yn = xn − nπ. Montrer que yn ∼ π/2.

3. Soit zn = yn − π

2
. Montrer que zn ∼ − 1

nπ
.
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