TD B6. Comparaisons locales

1 Propriétés

’Exercice B6.1 ‘
Soit f, g, h, k des fonctions définies sur D et a € D. Soit A € K. Montrer que

1. sif = o(g) et g ~ h, alors f = o(h),

2. 81 f = o(g) et f ~ h, alors h = o(g),

si f = O(g) et g = o(h), alors f = o(h),
si f = o(g) et g = O(h), alors f = o(h),
sif = O(g) et g ~ h, alors f = O(h).

ATl

’Exercice B6.2 ‘ o
Soit f, g deux fonctions définies sur I et u:J — I Soit a € J et b € R tel que u(t) — b. Montrer que
r—a

1. si ffo(g), alors fou=o0(gou),
2.8 f = O(g), alors fou = 0O(gou),

3. sifrz g, alors fou ~ gou.
a

’Exercice B6.3‘
Soit f, g, h, k des fonctions de I dans R et a € I. On suppose

(i) Vo € I, f(z) < g(x) < h(x),
(i) f~ kethe~ k.

Montrer que g ~ k.
a

’Exercice B6.4‘ o
Soit f : I — R avec 0 adhérent & I. On suppose qu’il existe a,b € R tels que f(z) — (ax +b) = o(z).

r—a

Donner, éventuellement en fonction des valeurs de a et b, un équivalent de f en 0.

2 Calculs

’Exercice B6.5‘
Classez par « ordre de négligeabilité » les suites :

: (i)7<“‘f>’(53?)>(;>’gmin>~

2. (n), (Valnn) , (nlnn), (n?) <2>

Inn
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’Exercice B6.6 ‘ ¥

Déterminer un équivalent et la limite quand n — +o0o des suites suivantes :

(a) n? — In(n? +i), (g) %7
(b) nln( 1—|—>, "

n2 (h) GSinﬁ—COS\;ﬁ,
(c \/n+\/n2+1—\/n+\/n2—1,

2
T\ ) n“—n+>5
bl In[>—"*"°

(1+n) pour z € K, ) n<n2+n—3>’

)
)
i VD) o v (o= (5)))

’Exercice B6.7‘ ¥

Donner des équivalents simples des expressions suivantes.

1. Vz+1—+z —1en +o0, 3. 2" — 1 en +o0, 5. In(cos(28z)) en 0,
1
“r+l oz 1" +00, 4. cos(sin(z)) en 0, 6. (v + sinx)% en 0.

’Exercice B6.8‘ tod o

Soit a@ > 0 et A € R. Déterminer les limites suivantes.

rzlnx N 'Y
1. 1' . Tr—sinxT
250 et —1’ 2 :llg(l) (sinx) ’
In(cos z) . In(1+2%-1)
2. — 7 6. lim ,
250 1 — cos(2z)’ a1 22(x —1)(z +2)
3. lim 22T 7. lm =
" a—0+y/T4sinz -1 o gt —a® N
4. lim(1 =+ si 5 8. lim vV
i1+ sina) L Gz)

’Exercice B6.9‘ ¥
A quelle condition nécessaire et suffisante sur a, b, ¢, d a-t-on

1 1
— = o|—=]7
te(Int)b t—+oo (tc(ln t)d>

guEL
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’Exercice B6.10‘ todel
Soit (uy,) une suite arithmétique de raison r # 0. Etablir les équivalents suivants.

n 2 n
n 1
k=1 k=1
n 2 2n
ner 1 3
. 6o~ 4. — o~ —
2 2% n—+too 2’ kz k3 n—+oo 8n2’
1= =n

’Exercice B6.11‘ toZet ol

Soit a € R. A l'aide d’équivalents, déterminer lim (In(z +1))* — (Inz)?.

T—+00

3 Problémes d’analyse asymptotique

|Exercice B6.12| $¥3¥ (Equivalent des intégrales de Wallis)

%
Pour tout n € N, on étudie l'intégrale définie par W), = / (cost)™dt. On admet que (W,,) est décrois-

0
. n+1
sante et minorée par 0, et que pour tout n € N, W40 = 2 Wne
n
n+1 W, ) .
1. Montrer que 9 < V[T;H < 1 puis en déduire que Wy,11 ~ W, (quand n tend vers +00).
n n

2. Pour tout n € N, on définit u, = (n + 1)W,,Wy11.

T
(a) Montrer que la suite (u,) est constante égale a 5

(b) En déduire que W, ~ 4/ 2l et préciser lim W,,.
n

n——+oo n——+0o

1
’Exercice B6.13‘ ¥ ¥ Pour tout n € N*, on note K,, = / ett™ dt.
0

Montrer que (K,,) est décroissante et minorée par 0.
Pour tout n > 0, établir une relation entre K, et K,41.

1.
2.
3. Montrer que (k) converge vers 0.
4.

e
Montrer que K,, ~ —

n—+oo N ’

’Exercice B6.14‘ tol o
Soit (un)nen+ la suite définie par u; =1 et Vn € N*| up1 = In(n + uy).

—_

. Montrer que (u,) posséde une limite et la déterminer.

[\)

. Montrer que Vn > 2, u,, < In(2n) (on pourra utiliser que VYx > 0, In(z) < x.

3. En déduire que u,, ~ Inn.
n—-+oo

Inn

4. Montrer que u, —Ilnn ~ —.
n—+oo n

guEL
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’Exercice B6.15‘ totel

Pour tout n € N*, on considére ’équation z — lnz = n.
)

1. Montrer que pour tout n > 0, cette équation admet une unique solution que ’on notera x,.
2. Montrer que (z,) diverge vers +oo.
3. Montrer que x, ~ n.

4. Montrer que x, —n ~ Inn.

Exercice B6.16‘ tot o
T

T
Pour tout n € N, soit x,, le nombre réel solution de tanx = x sur |nm — 7 T + 5[

1. Montrer que x, ~ nm.
2. Soit y,, = x,, — nw. Montrer que y,, ~ 7/2.
1

s
3. Soit z, =y, — —. Montrer que z, ~ ——.
2 nmw

guEL



