MPSI Paul Valéry pour le 18/03/2026

DEVOIR MAISON N° 17

La présentation, ’orthographe et la qualité de la rédaction seront prises en compte.

Les résultats devront étre |encadrés|.

La recherche de l’intégralité du sujet est indispensable pour tous.
Cependant, vous rédigerez un devoir par binéme, avec relecture mutuelle. Bien sir les
écritures des deux signataires devront apparaitre de maniére significative dans la copie.

Probléme 1

A Etude de A
1. (a) OnaVr e R, A(f) = zFi(z) — Fa(x), avec

s f t)ydt et Fy:xw—tf(t)dt

Ainsi F7 est une primitive de f sur R. F1 est dérivable et sa dérivée, f, est C*° donc Fy est C™.
De méme Fj est une primitive sur R de z — z f(z) qui est C°°. Donc Fy est C*°. Finalement, A(f)

est C*° en tant que produit et combinaison linéaire de fonctions C™.

A(f) e E|

(b) Soit x € R. En reprenant les notations de la question précédente, on a
A(f) (z) = Fi(z) + aF{(z) + F3(x)
= | s0at+ap@) —ar@

:/Oxf(t)dt

On remarque que A(f) est une primitive de f sur R. Ainsi, on a

A(f)"(z) = f(x) |

2. (a) On a déja montré que Vf € E, A(f) € E. Il reste & montrer que A est linéaire. Soit fi, fo € F et

A1, A2 € R. Pour tout x € R, on a
A S+ Aofo) (@) = /O @ - O f k) () dt
- /O @ — OA(0) + dale — ) folt)) dt

=\ /Om(x — ) fi(t) dt + Ao /Om(x — ) fo(t) dt

= MA(f1)(z) + A A(f2) ()
= (MA(f1) + A2A(f2)) (z).
On en déduit que A(A1f1 + Aafa) = MA(f1) + A2A(f2). Donc A est linéaire.

AecL(E)|



3.

(b)

(a)

(b)

Soit f € Ker A. On a A(f) = 0g. On en déduit A(f)"” = 0p. Or, d’aprés la question 2, A(f)" = f.
Ainsi f = 0p.
Donc Ker A = {0g} et donc ’A est injective ‘

On a montré & la question 2 que Vf € E, A(f)” = £, cela signifie que Dyo A = id E. On en déduit
alors

pP=pop=(AoDy)o(AoDy)=Ao(DyoA)oDy=AoidEoDy=AoDy=np.

Donc

’p est un projecteur ‘

Soit f € E. Comme A est injectif, on a
p(f) =0 (Ao Ds)(f) =0« A(f") =0« f" =0.

Or les fonctions dont la dérivée seconde est nulle sont les fonctions affines. Donc

’Kerp:{a:r—>ax+b|a,b€]R}‘.

Soit f € E. Comme f est continue, f admet une primitive v qui vérifie v(0) = 0. v est en particulier
continue et admet donc une primitive u qui vérifie u(0) = 0. u est donc deux fois dérivable et
u” = f qui est C*°. Donc u est C*°. On en déduit u € E, u(0) =0 et «/(0) = v(0) = 0. Donc

Ju € E tel que u” = f, u(0) =0 et 4/(0) =0]|

On montre les deux inclusions.

Soit h € Im p. 1l existe alors f € E tel que h = p(f) = (Ao Ds)(f) = A(f"). Ainsi, h € Im A.
Donc Imp C Im A.

Soit h € Im A. 1l existe alors f € E tel que h = A(f). D’aprés la question précédente, il
existe u € E tel que v’ = f. On en déduit h = A(f) = A(u") = p(u). Ainsi h € Imp. Donc
ImA C Imp.

Donc

Ty =T 4]

Soit fe FetxeR. On a

D’aprés la formule d’intégration par parties,

(1)) = [( = )] + /O ra
— —af'(0) + [fO)
(1)) = f(2) — £(0) —2f(0) |




(b) D’aprés la question précédente, Im A = Im p et comme p est un projecteur, Imp = Ker (p — id E).
Soit f € E. On a alors
felmAs feKer(p—idFE)
<p(f)—f=0
& Vo eR, p(f)(x) - f(l’)
& VreR, f(0)+xf'(0) =
< f(0)=0et f/(0)=0.

Donc

ImA={feE]|f0)=f'(0)=0}|

B Etude des solutions de &

6. (F) est une équation différentielle linéaire & coeflicients constants et g est continue. Le probléme de
Cauchy admet donc une unique solution h. Il reste & montrer que h est C>. Pour cela, on montre que
pour tout n € N*| h est de classe C".

h est deux fois dérivable donc h est de classe C'.

Soit n € N*. Supposons h de classe C". On a h” = g+ h. Or g est C*°, donc de classe C". On en
déduit que A" est de classe C", puis que h est de classe C""2. En particulier, h est de classe C".

Donc h est de classe C™°, d’aprés le principe de récurrence.

(#) admet une unique solution h € E vérifiant h(0) = h'(0) = 0.

7. (a) Soit u € E tel que u(0) = /(0) = 0. D’aprés les questions 5b et 4b, u € Im A = Im p. Comme p
est un projecteur, on a donc A(u") = p(u) = u. On en déduit alors

u est solution de (#) v’ —u=g
= u// — A(’u//) = g

u est solution de (F) < u” est solution de (&) |

(b) Soit f € E une solution de (&). D’aprés la question 4a, il existe u € E tel que u” = f

et u'(0) = u(0) = 0. D’apreés la question précédente, u est alors une solution de (.%). Comme
4/ (0) = u(0) = 0, on en déduit que u = h. Par conséquent, f = h”.

Synthése | D’aprés les questions 6 et 7a, h” est bien solution de (&).

Donc

‘ (€) admet une unique solution f € Eetona f=h"=g+h ‘

8. Commencons par résoudre (%). On résout l’équation différentielle
Y —y = e

e L’équation homogene (%) associée a (.%) admet pour équation caractéristique r> — 1 = 0. Cette
équation admet deux racines réelles 1 et —1. Ainsi, par théoréme de cours, ’ensemble des solutions
de (Fy) est

Fo={z— X" +pe |\ peR}.
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e On recherche ensuite une solution particuliére de (.%) de la forme yg :  — axe”, avec a € R, car
1 est racine simple de I’équation caractéristique. On a

Vr € R, yo(x) =a(z+1)e* et VreR, yj(x) =a(z+2)e".
On obtient alors

Yo est solution de (F) & Vr € R, yj(x) — yo(z) = €*
& Ve e R, a(x 4 2)e” — ave” = €”

- 1
a=-—.
2
1
Ainsi yo : z — 5.%69” est solution particuliere de (.%). L’ensemble des solutions de (%) est donc

1
5”:{m»—>2xe”+Aez+u6_$|)\,ueR}.

1
o Il reste & déterminer X et u & l'aide des conditions initiales. Soit y : x — ixefc + Xe” 4+ pe ", On

a alors
{y(@)—o N R
y'(0) =0 A-p=—o
—1
/\ = T
AT
=1
Donc
L’unique solution h de y” — y = € vérifiant h(0) = h'(0) = 0 est
. r—>1 . 1 m_'_l s xe¥ —shw
txy pxe’ — et et = 5

D’aprés les questions précédentes, 'unique solution f de (&) est donc

(24 z)e” —shx

frxgz)+h(z) = 5




