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Problème 1

D'un côté...

1. On considère fn : x 7→ xn − nx+ 1, dé�nie et dérivable sur R comme fonction polynomiale. Une étude

nous la donne strictement décroissante sur ]−∞, 1[ et strictement croissante sur ]1,+∞[.
On a fn(0) = 1 > 0 et fn(1) = 2 − n < 0 pour n ⩾ 3, donc d'après le théorème de la bijection,

(En) a une unique solution dans ]0, 1[ .

2. Soit n ⩾ 3. On a

fn+1(xn) = xn+1
n − (n+ 1)xn + 1 = xn(x

n
n − nxn + 1)− x2n = −x2n < 0.

Ainsi fn+1(xn) < 0 = fn+1(xn+1), donc comme fn+1 est décroissante, on a xn+1 < xn.

Donc (xn)n⩾3 est décroissante et minorée par 0, donc convergente .

3. Pour tout n ⩾ 3, on a xnn = nxn − 1. Comme xn ∈]0, 1[ et que (xn) est décroissante, elle converge vers
ℓ ⩾ 0.

Si ℓ > 0, alors nxn → +∞, donc xnn → +∞, contradiction. Donc ℓ = 0, et ainsi xnn → 0 .

4. Soit n ⩾ 3. On pose yn = xn − 1

n
, donc

xn
1
n

= nxn = 1 + xnn → 1. Ainsi xn ∼
n→+∞

1

n
et en particulier

xn → 0 .

5. On écrit (1 + xnn)
n = exp (n ln(1 + xnn)) ..

Or ln(1 + xnn) ∼
n→+∞

xnn car xnn → 0.

Donc n ln(1 + xnn) ∼
n→+∞

nxnn = n(nxn − 1).

Or nxn → 1 donc àpcr, nxn ⩽ 2 puis xn ⩽
2

n
, soit xnn ⩽

(
2

n

)n

.

Par croissances comparées, nxnn ⩽ n

(
2

n

)n

→ 0.

Finalement n ln(1 + xnn) → 0 et donc (1 + xnn)
n →

n→+∞
1 .

6. Soit n ⩾ 3. On pose un = xn −
1

n
, si bien que un = o

(
1

n

)
. On remplace xn =

1

n
+ un dans l'équation.(

1

n
+ un

)n

− n

(
1

n
+ un

)
+ 1 = 0, i.e.

(
1

n
+ un

)n

− nun = 0.

Alors
1

nn
en ln(1+nun) = nun.

Or nun = nxn − 1 = xnn qui tend vers 0, donc n ln(1 + un) ∼
n→+∞

n× nun.

De plus (xn) étant décroissante, nun < xn3 donc par croissances comparées, n× nun < nxn3 → 0.

Finalement en ln(1+nun) → 1 et donc nun ∼ 1

nn
. Donc un ∼

n→+∞

1

nn+1
.
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...de l'autre

7. Nouvelle application du théorème de la bijection.

8. Soit n ⩾ 3.

ln


(
1 + 1√

n

)n

n

 = n ln

(
1 +

1√
n

)
− lnn

Or ln

(
1 +

1√
n

)
∼

n→+∞

1√
n

car cette dernière quantité tend vers 0.

Donc n ln

(
1 +

1√
n

)
∼

√
n.

Ainsi
lnn

n ln
(
1 + 1√

n

) ∼ lnn√
n

→ 0 et donc lnn = o

(
ln

(
1 +

1√
n

))
.

Donc ln


(
1 + 1√

n

)n

n

 ∼ n ln

(
1 +

1√
n

)
∼

√
n → +∞.

Finalement, par compositions de cette limite avec celle de exp en +∞,

(
1 + 1√

n

)n

n
→ +∞ .

9. On a fn(1) < 0 et

fn

(
1 +

1√
n

)
=

(
1 +

1√
n

)n

− n

(
1 +

1√
n

)
+ 1.

Or n

(
1 +

1√
n

)
∼

n→+∞
n = o

((
1 +

1√
n

)n)
et 1 = o

((
1 +

1√
n

)n)
.

Donc fn

(
1 +

1√
n

)
∼

n→+∞

(
1 +

1√
n

)n

.

Ainsi fn

(
1 +

1√
n

)
→ +∞ et est donc positive àpcr. Donc

1 < yn < 1 +
1√
n

à partir d'un certain rang.

10. Par théorème d'encadrement, yn → 1 .

11. On écrit ynn = nyn − 1. Posons vn = yn − 1 avec vn → 0.

Alors à l'aide de la fonction ln, on a n ln(1 + vn) = ln(n− 1 + nvn).
D'une part, n ln(1 + vn) ∼ nvn car vn → 0.

D'autre part, ln(n− 1 + nvn) = ln(n) + ln

(
1− 1

n
+ vn

)
∼ ln(n) car − 1

n
+ vn → 0.

Finalement vn ∼
n→+∞

lnn

n
.
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