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Probléme 1

D’un coté...

1. On considere f, : z +— x"™ — nx + 1, définie et dérivable sur R comme fonction polynomiale. Une étude
nous la donne strictement décroissante sur | — 0o, 1] et strictement croissante sur |1, +o0].
On a f,(0) =1>0¢et fr(l) =2 —n < 0 pour n > 3, donc d’apres le théoréme de la bijection,

’ (Ey) a une unique solution dans 0, 1] ‘

2. Soitn>3.0n a

froi(zy) =2 — (n4 Dy +1 = z,(2" — na, + 1) — 22 = —22 < 0.

Ainsi frpy1(xn) <0 = frr1(znt1), donc comme f,, 11 est décroissante, on a x,41 < Zp.

Donc ’ (Zn)n>3 est décroissante et minorée par 0, donc convergente ‘

3. Pour tout n > 3, on a z, = nx,, — 1. Comme z,, €]0,1[ et que (z,,) est décroissante, elle converge vers

{>=0.
Si ¢ > 0, alors nx,, — 400, donc x: — 400, contradiction. Donc ¢ = 0, et ainsi .
) 1 T .. 1 .
4. Soit n > 3. On pose y, = x, — —, donc Tn =nx, =1+2x, — 1. Ainsi |z, ~ —|et en particulier
n P n—+oo n

200}

5. On écrit (1 4+ 2" = exp (nIn(1 + 2)))) ..
Orn(l+az) ~ acarz, — 0.
n—-+oo

Donc nln(1 + z7)) ~ nx, = n(nw, —1).
n—-+0o0

. 2 . "
Or nxy, — 1 donc apcr, nx, < 2 puis z, < o soit x;, < -
2 n
Par croissances comparées, nx, < n () — 0.
n

Finalement nln(1 + ;) — 0 et donc | (1 +z)" — 1|
n—-+00

1 1 1
6. Soit n > 3. On pose u,, = x,, — —, si bien que u, = o [ — |. On remplace x,, = — + u,, dans ’équation.
n n n

1 n 1 . 1 "
—+u,) —n|l—74u, | +1=0,%e | —4+u, | —nu,=0.
n n n

1
Alors —nen In(l+nun) — pg,
Or nu, = nz, —1 = z;, qui tend vers 0, donc nln(1 + uy,) T X .
n—-+00o

De plus (z,,) étant décroissante, nu, < % donc par croissances comparées, n X nu, < nxy — 0.
1
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Finalement e™™(

1
I+nun) s 1 ot donc nay, ~ —. Donc |u
n




..de l'autre
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Nouvelle application du théoréme de la bijection.
Soit n > 3.

In vm) :nln(1+1>—lnn
n \/ﬁ

1 1
Or In <1 + \/ﬁ> T ﬁ car cette derniére quantité tend vers 0.

Donc nln <1+ ~/n.

| | 1
Ainsi _an nn — 0 et donc lnnzo(ln <1+)>.

A

nin(1+3) VR v
(%) 1
Donc In ARV ~nln<1+) ~ \/n — +oo.
n Vn
n
()
Finalement, par compositions de cette limite avec celle de exp en +o0, | ————
n

— 40|

Ona f,(1) <0 et

(o) - (3 ()
oo )=l (0 ) 1= 56)
o 1+ 1)~ (14 1)

1
Ainsi f,| 14+ —= | — 40 et est donc positive apcr. Donc

vn

1
1 < yn, <1+ — & partir d’'un certain rang.

vn

Par théoréme d’encadrement, .

On écrit y,, = ny, — 1. Posons v, =y, — 1 avec v, — 0.

Alors a l'aide de la fonction In, on a nln(1 4+ v,) = In(n — 1 + nw,).
D’une part, nln(1l + v,) ~ nv,, car v, — 0.

1 1
D’autre part, In(n — 1+ nv,) = In(n) + In (1 - —+ vn> ~ In(n) car —— + v, — 0.
n n

. Inn
Finalement |v,, ~ —|




