CHAPITRE BS

SERIES NUMERIQUES

(O amt i fe )
- { Objectifs | N
- J
e Problémes de convergence d’une série.
e Séries de référence.
e Techniques de comparaison.
\> 2/
Dans tout le chapitre, K désigne R ou C.
1 Convergence d’une série
~{Définition B8.1 } N

Soit (up)nen une suite d’éléments de K. On appelle série de terme général u,, la suite (Sy,)nen
définie pour tout n € N par

n
Sn:u0+u1+...+un:§:uk.
k=0

Le nombre S, est appelé somme partielle d’ordre n de la série.

& J
Notations. On note cette série Z Uy -
neN
/:(Déﬁnition B8.2 ) )

e On dit que la série Z u, converge lorsque la suite (S, )nen de ses sommes partielles admet

neN
une limite finie S € K. On appelle alors somme de la série ce nombre S.

e Lorsque la suite des sommes partielles diverge, on dit que la série est divergente.

\> 2/

Notation. Dans le cas d’une série convergente, on écrit

+o00 N
U, = lim u, = lim Sy.
Z " N—+oc0 " N—+oc0
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Remarque. Attention & ne pas confondre les notations. Malgré 'immuable présence du signe sigma, E Uy,
neN
+00
désigne la série de terme général u, ; c’est une suite et cela n’a aucun rapport avec sa somme, E Up qui,
n=0
lorsque la série converge, est un nombre fini et avec lequel on ne peut écrire des calculs qu’aprés avoir établi

son existence.
n

Remarque. Soit nq,n9 € N. On note Z uy, la suite Z UL . Deux séries Z Up, €t Z Uy, ONt

nzn k=n nzn nzn
=M1 1 n>n1 =N1 =12

méme nature.

—(Définition B8.3 ) N

Etant donnée E Uy une série qui converge vers S, le nombre

k=0
+00
est appelé reste a 'ordre n de la série Z Up. On écrit R, = Z ui et on a Ry — 0.
& o n——+oo
=n

2 Séries de référence

Théoréme B8.4 (Séries de Riemann)}

1
Soit a € R. Alors Z — converge si et seulement si o > 1.
n

Proposition B8.5

-/

Si uy, ne tend pas vers 0, alors Zun diverge.

Remarque. Bien évidemment la réciproque est fausse.

Définition B8.6 )

Soit (un)nen € RY. Lorsque la suite (u,) ne tend pas vers 0, on dit que la série Zun diverge

grossiérement (ou trivialement).

guEL
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Proposition B8.7 (Série télescopique)}

Soit (u,) € RN. Alors (u,) converge si et seulement si Z(Unﬂ — uy,) converge.

Théoréme B8.8 (Séries géométriques)}

“+oo

Soit ¢ € R. Alors Zq” converge si et seulement si |g| < 1. Dans ce cas, on a Z gt = ——.
n=0 1__q

({Proposition B8.9 (Dérivées d’une série géométrique)}

Soit ¢ € R. Alors Z ng" ! et Z n(n —1)¢" ~2 convergent si et seulement si lg] < 1. Dans ce cas,

n=1 n>2

2
onaan = l—q etz (n—1)q 7(1_(1)3.
n=2

Dans le cas ou il est difficile de calculer la somme partielle, on peut, en présence de séries réelles positives
de terme général décroissant, utiliser nos connaissances sur les intégrales grace au critére de comparaison

suivant.

/—[Proposition B8.10 (Comparaison entre série et intégrale)}

Soient f : R4 — R continue, positive et décroissante et u, = f(n) pour tout n € N. Alors

Z Uy, CONVErge <= / f admet une limite finie.
neN
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3 Propriétés

/{Proposition B8.11 (Linéarité)} N

Soient Z Uy, Z v, deux séries convergentes et A € R. Alors

° Z A, et Z(un + vp) sont des séries convergentes ;

e et les sommes suivent la propriété de linéarité :

“+oo 400 E e}
Z (Aup + vy) = )\Z Uy, + Zvn.
n=0 n=0 n=0
N Y,

Remarque. En résumé, I'ensemble des séries convergentes (muni de 'addition des suites et de leur multi-
plication par un scalaire) forme un R-espace vectoriel ; et 'application qui a une série convergente associe sa
somme est linéaire.

4 Etude de convergence

4.1 Cas positif

(:[Théoréme B8.12 (Comparaison)} N

Soient (up)n, (vn)n deux suites de nombres réels positifs.

> Sion a u, < v, apcr ou u, = o(vy,) ou u, = O(vy), alors
° Z uy, diverge = Z vy, diverge,
° Z vy, converge = Zun converge.

> Sion au, ~ vy, alors E Uy, et g v, sont de méme nature.
+oo

4.2 Cas général

Définition B8.13 }

Une série E uy, est dite absolument convergente lorsque la série E |uy| est convergente.

\>

ﬁ[Proposition B8.14 } N

Si Zun est absolument convergente, alors elle est convergente.
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q

Remarque. Une série convergente mais non absolument convergente est dite semi-convergente. Par

-1 n+1
exemple Z L n’est pas absolument convergente mais elle converge (voir séries alternées ci-aprés) et
n
n=1
on peut méme calculer sa somme : In(2) (conséquence de l'aide de I'inégalité de Taylor-Lagrange).

/—[Proposition B8.15 (Séries a valeurs complexes)} N

Soit (un )neN € CN. Alors Z Uy converge si et seulement si (Z Re un) et (Z Im un) convergent.

Dans ce casg, on a
“+o00 —+00 —+00
E Uy = g Reun—i—ig Im u,,.
n=0 n=0 n=0

& J

/:[Théoréme B8.16 (Critére spécial des séries alternées)} N

Soit u, = (—1)"f(n) avec f: R — R telle que
e f est positive,
e f est décroissante,

o f(n) ——0.

n—+oo
Alors :
° Z Uy, CONVerge ;
“+o0o
e pour tout n € N, Zuk est comprise entre Sy, et Sy41;
k=0

e les restes vérifient pour tout n > 0, |R,| < |upt1].

Méthodes
e Etablir la convergence d’une série
> en reconnaissant une série de référence,
> en la comparant a une série & termes positifs,
> par le calcul.
e Calculer une somme de série
> par télescopage,
> en faisant apparaitre des séries usuelles,
> par passage a la limite.




