TD B7. Développements limités

1 Développements limités

’Exercice B7.1‘ ¥

1. Déterminer les développements limités en 0 des fonctions suivantes.

(a) x+— sinfcosm a lordre 5, (f) z s ln(zl + ) a Dordre 3,
IR T e” —
(b) = Stz a lordre 3, (g) =+ (1+22)" alordre 5,
sinz\ . ., Zr1
(©) ln< . ) a Pordre 4, () =+ In (x :1) a Pordre 3,
T
2 51
) z \/11:;(1213;; ordre 3, (i) x> (1+)+ alordre 3,
(e) =+ —Q_1 a l'ordre 3, (j) x+— V34 cosz a lordre 3.

2. Déterminer un équivalent en 0 de

(a) = — (1—1—35)% —e, (b) = " —(14+2)*—(e—1), (c) x> V3 +cosz — 2.

’ Exercice B7.2 ‘ o

Déterminer les développements limités en xg des fonctions suivantes.

1. z—sinz en z9 = Z a lordre 3, 6. z+— In(sinz) en xg = g a lordre 2.
2. x> e” en g = 1 a l'ordre 4.
3. T nz en xo = 1 & 'ordre 4. 7. x — sinx cos(3x) en zg = g a Vordre 2.
T
4. ©— Arctanz en xg = 1 a 'ordre 3.
1
5 x— 522 en xg = —2 a ordre 3. 8. r+— 12—; en xg = 2 a 'ordre 2.

’Exercice B7.3‘ #ﬁ'
. 2
Soit f:x+— xe® .

1. Montrer que f réalise une bijection de R dans R.

2. Aprés avoir justifié son existence, déterminer le DL de f~! a I'ordre 4 en 0.

’ Exercice B7.4 ‘ o

Calculer le développement limité a U'ordre 4 en 0 de 2 — e” In(1 4+ z). En déduire la position de sa courbe
représentative par rapport a sa tangente & l'origine.
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’Exercice B7.5‘ totel
Montrer que les courbes représentatives des fonctions suivantes possédent une asymptote en 4oo et

déterminer leur position relative & celle-ci au voisinage de 4oc0.

1
L oo o /:U;i, 2. z— (z+1)ex, 3.z (22 = 2)(z + 3).
x

’ Exercice B7.6 ‘ tot ol

£E2
dt
Soit f:xz+— / ———. Déterminer le développement limité de f & 'ordre 4 en 0.
/ e VI+12 bp /

’Exercice B7.7‘ ot o
Calculer un développement asymptotique de chacune des fonctions suivantes a la précision demandée et

au voisinage du point indiqué.

1. z— en 0, & deux termes.

tanz
2. x+ 2% en 0 & la précision (zlnxz)%
1
3. x = Vat+x+1—xva?2+1en +oo a la précision —.
x
1

1
4, x5 ———— — — en 0 a la précision z°.
z(e* —1) a2 P

’ Exercice B7.8 ‘ toteto

Soit I = [0, g} et, pour tout n € N, f,, : z — z cos"(x).

1. Montrer que pour tout n € N, il existe un unique z,, € I tel que f, atteigne son maximum sur I en x,.

2. Déterminer lim x,,.
n——+00

1
3. Montrer que z, ~ ——.

n—-+oo \/ﬁ

4. Déterminer un équivalent en +o0o de f,,(zy).

5. En déduire un développement asymptotique & deux termes de .

2 Formules de Taylor

’ Exercice B7.9 ‘ ¥

163 1
e— ——| <

Mont < —.
ontrer que 50 510

’Exercice B7.10‘ ¥
A laide de la formule de Taylor reste intégral, démontrer les inégalités suivantes.

2
1. VxE]RJr,l—mge*xél—x—k%,
2 2 3
2. Vx€R+,x—%<ln(1+x)<:c—%+%,
2
3. VxER+,1+g—%<\/1+x<1+g.

guEL
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’Exercice B7. 11‘ todel

—xt
Soit f : a:»—>/ 1+t2

. Montrer que f est bien définie sur R.

[N R

. Etudier les variations de f et préciser lim f(z) ainsi que f(0).
T—+00

3. A l'aide d’une formule de Taylor, montrer que
Vu € [_171]a |6_u -1 +u| < &

3t? _
< hQTe*” puis que

— .
'f(a:+h)—f(x)+h/0 tetdt‘<3h2/0 P

4. En déduire que Vh € [-1,1], Vt € [0,1], e~ (@HME _ o=t 4 ppe—at

1+t 2 1+t
1 te—a)t
5. En déduire que f est dérivable sur R et que Vo € R, f'(z) = / iie dt.
0

guEL



