MPSI Paul Valéry Corrigé
DEVOIR MAISON N° 20

Probléme 1| Des carrés magiques

Dans tout le probléme, les matrices considérées appartiennent & M3(R). Une matrice M € M3(R) est

notée
c

b
Il m
s t

M:

S &R

On rappelle que M3(R) est un espace vectoriel de dimension 9 et sa base canonique, notée B, est formée
des matrices suivantes :

100 010 00 1
Er=|0 00|, Ea=(0 0 0|, Es5=[0 0 0],
000 000 000
000 000 000
Es=(1 00|, Es=(0 1 0|, Es=[0 0 1],
000 000 000
000 000 000
Er=(0 0 0|, Bs=[0 0 0], Bo=[0 0 0
100 01 0 00 1

On peut donc écrire
M = aFE;] 4+ bEy + CE3 + kE4 + ZE5 + mE6 + T‘E7 + SES + tEg.

Etant donnée une telle matrice, on étudie la somme des coefficients d’une ligne, d’une colonne ou d’une
diagonale. On définit ainsi huit nombres :

si=a+b+c, sa=k+1l+m, s3=r+s+1t,
sas=a+k+r, ss=b+l+s, sg=c+m+t,
sr=a+1l+t, sg=r+l+c

Notons que s7 s’appelle la trace de la matrice.

On appelle
1 00 1 11
I=10 1 0 et J=11 11
0 01 1 1 1
On note :

S l’ensemble des matrices symétriques dans M3(R),
A lensemble des matrices antisymétriques dans M3(R),
V' le sous-espace Vect J, engendré par J,

T l'ensemble des matrices de trace nulle (i.e. pour lesquelles s7 est nul).



(Généralités

1. ’S = Vect(Eh, E5, Eg, Eo + Ey, Es + E7, Eg + Eg) ‘ est de dimension 6

et | A = Vect(Ey — Ey, E5 — E7, Eg — E3) | est de dimension 3.
La concaténation de ces deux bases forme une base de M3(R) (9 matrices, vérifier qu’elle est libre).
Donc ’MS(R) =5S® A‘.

2. M s tr(M) = sy est linéaire et son noyau est 7' qui est donc un sev.
La trace est une application linéaire de M3(R) dans R, surjective car non identiquement nulle. D’aprés

le théoréeme du rang, | dim(T") = 8|.

3. On vérifie que SNT C Set V C S. De plus ils sont d’intersection nulle et sont de dimensions respectives
5 et 1, dont la somme vaut bien dim .S = 6, donc ’S =SNnT)sV ‘

Une application linéaire

Soit ¢ : M3(R) — RS
M — (81,...,88)

4. ¢ est une application linéaire de M3(R) dans R8. On peut le vérifier pour chacune de ses applications

coordonnées.
111000000
000111000
000O0OO0OT1T11
. 100100100
5. Notons C cette matrice : C = 010010010
001001001
100010001
001 01O0T1O00
6. Par exemple : Lg = L1+ Lo+ L3 — Ly — L5 puis un pivot de Gaub montre que les autres lignes forment

une matrice de rang 7.

7. D’aprés le théoréme du rang, on a alors ’dim(Ker v) =2 ‘

Matrices magiques

On g’intéresse maintenant a ’ensemble M des matrices magiques, ¢’est-a-dire pour lesquelles les huit
nombres s1, ..., sg sont tous égaux & un méme nombre s, appelé somme de la matrice magique.

8. Soit 'application ¢ : M > (s1 — $2,81 — S3, ..., $1 — Sg), linéaire de M3(R) dans R7. On peut exprimer
M comme son noyau, ce qui en fait un sous-espace vectoriel de M3(R).

9. Le plus convaincant est de procéder par analyse-synthése. Une matrice magique M, de somme s, se

décompose de maniére unique M = (M — s.J) —I—\s;]/.
eMnT eV
10. On montre aisément par double inclusion que M NT = Ker ¢. Par théoréme du rang, dim(MNT) = 1.
0 1 -1
11. Seule la matrice nulle est dans MNTNSet D=-1 0 1 | eMnNnTnNA.
1 -1 0



12. Une base de M s’obtient, d’aprés 9, en concaténant une base de M NT et une base de V, soit (avec la
matrice ci-dessus) : ’{D, J} est une base de M |.

Probléme 2

1. (a)

b
(t—a)r

T est une primitive de f sur R.

Soient « € C\ R et n € N tel que n > 2. La fonction f : ¢t — = (t — )" est définie et
—1

(=Dt —a)"

continue sur R et F': t —

Soit z € R. On a

L= lomam]  ~r1 (o - mm o)

Comme n — 1 > 0, on en déduit le résultat par opération sur les limites.

rooodt . ) roodt
T —— admet une limite lorsque x tend vers +oco et lim ——F— =0.
- (t - a)n T340 J_g (t - a)n

—n+1( @)

1
Soit aw € C\ R. On écrit o« = a+ib, avec a,b € R. Comme « ¢ R, b # 0. La fonction f : t — o
-«

est définie et continue sur R, donc admet une primitive sur R. De plus

1 1 t—a+ib t—a b
vVt e R = = '
R (t—a)—ib (t—a)?+ b2

/mdt —/It_a dt+i/mb dt
Lt—a ), (t—a)?+ b2 e (t—a)2+b2

T R T

Soit z € R. On a

Or
/w 15—70,(%: 1ln((t—a)g—i—bQ) ’ _1 (In ((z —a)* +b*) —In ((—z — a)® +b?))
_p (t—a)?2+b? 2 . 2
1 _ 2 2
_ L (lema) by
2 (—z —a)? +b?
—4)2 2 T -

Comme lim (z—a) +b =1, on en déduit lim _tma dt = 0.

z—+oo (—x — a)? + b2 z—+oo [ (t —a)? + b2

t—a
D’autre part, en effectuant le changement de variable affine u = 3 on obtient

z—a
/x b Y / 1 d " Tr—a " —r—a
————dt = ——— du = arctan — arctan .
s (t—a)>+ b2 u? +1 b b
—r—a
On distingue alors deux cas.
. . r—a . —Tr—a L .
— Sib > 0, alors lim = +o0 et lim = —o00, ainsi par opérations sur les
T—+00 b T—+00 b
limites,
* b
lim dt =



) . xT—a . —x—a
— Sib < 0, alors lim = —o0 et lim
r—r+00 b r—r+00

v b
N B e

= 400, ainsi par opérations sur les

limites :

On en déduit le résultat, par opération sur les limites.

x
T —

admet une limite lorsque x tend vers +oo et

Toodt [ ir st Im(a) >0
| —im si Im(a) <0

—

lim
z—too J_ 4 (t - a)n

Comme deg R < 0, la partie entiére de R est nulle. Pour tout a € &, notons v, la multiplicité de
a en tant que pole de R. D’aprés le théoréme de décomposition en éléments simples dans C(X),

il existe des nombres complexes (A\a,j) acz tels que :
1<j<va

ZZ

a€EZP j= 1

Comme deg R < —2, deg(XR(X)) < —1. Donc lim zR(xz) = 0. D’autre part, pour tout o € &,

T—+00

et tout j € N*, on a

lim —m— =
T—+00 (m — Oz)ﬂ

T 1 sig=1
0 sij>2.

Ainsi, d’aprés la question précédente, et par opérations sur les limites, on en déduit

lim zR(x Z Aa,1 = Z Resq(R).

T—+00 /
acEP aeP

Par unicité de la limite,

Comme R n’a aucun pole réel, t — R(t) est définie et continue sur R, et admet donc une primitive
sur R. Soit x € R. Par linéarité de I'intégrale, on a, d’aprés la question 2b :

/x fdi = ZZ/ t—a

ac? j=1

Soient o € & et j € N*.

x

Aa

— D’aprés la question la, si j > 2, lim —=—dt =0.
z—=+00 J_g (t - Oé)
T A,

— D’apres la question 1b, si j =1 et Im(a) > 0, lim ———dt = im\,; = imResq(R).

T—+00 (t — ) ’

A

— D’apres la question 1b,si j = 1 et Im(a) < 0, mgrfoo m dt = —imAa,; = —imResq(R).

Par opérations sur les limites, on en déduit déja que



xT

x R(t)dt admet une limite finie lorsque x tend vers +oo
—X

De plus
IEIEOO R(t)dt =im Z Resq(R) — Z Resq(R)
- acP acP
Im(a)>0 Im(a)<0
Or, d’aprés la question précédente, Z Resy(R) = — Z Resy(R). D’ou
ac? ac?
Im(a)<0 Im(a)>0
Jim [ R(t)dt =2im ) Resa(R)|
x aeP+
X2m
. Soient m,n € N tels que m < n. Posons R(X) = X1 On adeg R = 2(m—n) < —2. De plus,

R 1’a aucun pole réel, car Vo € R, 22" +1 > 0. D’aprés la formule des résidu, I est bien défini et

on a
T

I= lim g R(t)dt = 2im ) Resa(R).
aeP+
Déterminons les poles de R. Remarquons déja que R est écrit sous forme irréductible car 0 est la
seule racine possible du numérateur et 0 n’est pas racine du dénominateur. Les poles de R sont
donc les racines de X?™ + 1. Soit 2 € C. On a 2> +1 = 0 & 2%® = —1. Les poles de R sont
donc les racines 2n-iémes de —1. Il y en a 2n. Donc R n’a que des pdles simples. D’autre part

T , . T
£ =exp <2) est une racine 2n-iéme de —1. Les autres sont les £w”, avec w = exp (> =& et
n n

k € [0,2n — 1]. Autrement dit

P = {5%“ | k€ [0,2n — 1ﬂ} .

Déterminons maintenant les poles de R qui ont une partie imaginaire strictement positive. Soit
k€[0,2n —1]. On a

Im(¢2F+1) = Im <exp (M» = sin (W) :

2n n

Ainsi

2k + 1
— si k€ [0,n— 1], alors 0 < (;)” <, donc Im(§*1) > 0,

n
2k +1
— sik € [n,2n — 1], alors 7 < (;—)W < 2, donc Im(£%+1) < 0.
n

On en déduit :

Pt = {g%ﬂ | k€ [0,n — 1]]}

Calculons maintenant les résidus de ces poles. Soit k € [0,n — 1]. Posons ay, = §2k+1. On sait que

X2m a%m
Res,, (R) = (R(X)(X — « e = | == = —%—
k( ) ( ( )( k)leozk <2nX2n—1>Xak 2nai’n—1



2m—+1

En multipliant numérateur et dénominateur par ag, on obtient Resy, (R) = (;Z - Donc, comme
o =1, 2m+1 k
—Q m
Resq, (R) = 2’“7”
On en déduit que
79 n_lR Ry — ﬂn_l Q2mHl ﬂn_l( 241y 2mtl ;”rn_l 2m+142k+1
I AP L P PP P

. . . . 2m +
On reconnait la somme des termes d’une suite géométrique de raison (£ 2m+1)2 = exp <H> #*
n

1lcar 0 < 2m + 1 < 2n. Ainsi

T €2m+1 _ (£2m+1)2n+1 _ —iT 1— (£2m+1)2n

I= n % 1 — £2(2m+1) T n X £-@m+1) _ ¢2m+1

Or (§2m+1)2n — )
o (2m + 1
—218in < )

2m+1 _ )2m+1 —1 et comme |€’ =1, €7(2m+1)_§2m+1 - —9 Im(§2m+1) —

x t2m T
r—+oo J_ . t2n 41 nsin ((2"1;‘1)7")
n




