MPSI Paul Valéry Corrigé
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Probléme 1

=1/2
On définit la suite (up )nen par {ug /

Uptl = Uy — U

, - On pose également f(r) = z—x? pour tout = € [0, 1].

n

1. (a) f estun trinome de racines 0 et 1, de coefficient dominant —1 < 0, donc sur [0, 1], f est croissante

1
puis décroissante et admet un maximum en o égal a 1
(b) Montrer que pour tout n > 0,
1
0sun < n+1

Par récurrence :

1
0<up=1<1
1
Soit n € N. Supposons que 0 < u, < ——.

n+1

N

1
Sin:O,0<u1:Z<
1

—_

—. On peut alors appliquer f, croissante sur cet intervalle.

Sin>10<u, < 2

+

Alors 0 < upy1 < f T

_l’_

n

*“/\3

Orf( +1> n+1 (n+1) :(njl)z'

n 1 n(n+2) — (n+ 1) -1 n 1
Et — = = <0.D < i
n+12 n+t2  m+2)(n+1)?2  (n+2)(n+1)2 M2 S nt2
Finalement, 0 < upyo < ——, cqfd.
n—+ 2
Par encadrement, | lim wu, =0/

n—-+oo

(c) La série E u? est une série télescopique car pour tout n € N, u2 = u, — upy1. Comme (u,)
n>=0

converge,

cette série est convergente également ‘

2. (a) Pour tout n >0, Zln <uk+1> Zln ugt1) — In(ug) = In(upg1) — In(ug).
k=0
Donc ’S = In(up41) +1n(2) ‘

(b) Comme u, — 0, In(uyy1) = —oo donc |la série Z In <Un+1> diverge |
Un
neN

Unp+1
Un

On a pour tout n : upy1 = Uy — u% donc =1-—u, avec u, — 0.

Donc In <un+1> =In(l —u,) ~ —u,.

Up, n——+o0o

. L. Un+1 . . .
Par comparaison, comme la série E In ( nt > diverge, E up, diverge également |
Unp,
neN neN




3. Pour tout n, on pose w, = nu,.

(a)
(b)

Soit = 0. wpy1 — wp = (4 1) (up — u2) — Ny = up — (04 1)u2 :’ Un (1 — (n+ 1)uy) ‘

1
Comme u,, < T 1—(n+ u, < 0. De plus u,, > 0, donc wyy1 — w, = 0 et donc
n
’(wn) est croissante ‘
n
De pl <——d < <1.D £ jorée.
e plus u, 1 onc wy, e onc (wy,) est majorée

Finalement ’ (wy,) converge ‘ Notons £ sa limite.

Supposons que £ # 1.

/
Onanun—>1donc.
Y4 n

Dans ce cas wp4+1 — Wy = Up (1 — nuy — up) ~ (1 — £)u, car £ # 1.
1—4
Or E (1—£)uy, diverge (car (1—£)u,, ~ (7), terme général d’une série de Riemann divergente).
n

Mais comme série télescopique, Z(wnﬂ — wy,) converge car wy, — £.
Ceci constitue une contradiction. Finalement '’hypothése £ = 0 est fausse.

Donc .

Probléme 2

1. (a)

(b)

Une composée d’endomorphismes est un endomorphisme, ainsi pour tout n € N, f* € L(FE). Le
noyau et 'image d’un endomorphisme de F sont des sous-espaces vectoriels de E.

F,, et GG, sont des sous-espaces vectoriels de F ‘

Soit n € N. Prenons z € F,41, il existe a € E tel que z = f""!(a) = f"(f(a)) ceci montre que
z e F,.

]vn €N, F,41 C F, \

Soit € Gy, on a f™(x) = 0 donc f(f™(z)) = f"(x) = 0 et par suite z € Gpy1.

(VneN, Gy C G|

Une intersection de sous-espaces vectoriels est un sous-espace vectoriel donc C = ﬂ F,, est un

neN
sous-espace vectoriel puisque d’aprés la question 1b pour tout n entier naturel Fj, est un sous-

espace vectoriel.

C est un sous-espace vectoriel de F |

Veérifions que N est un sous-espace vectoriel de E.
e NCEcarVneN, G, CE.
e 0 €N car 0 € Gy.
e Soit (z,y) € N? et A € R, démontrons que Az +y € N'. On a

reNeIkeN zeGretye N IpeN, yeG).

Supposons que k < p, en utilisant la question 1b, on a G, C Gp. On a ainsi (z,y) € Gg,
comme G, est un sous-espace vectoriel de E, on a Az +y € G, C N. Méme chose si on a
p<k.



’N est un sous-espace vectoriel de E ‘

(b) Soit z € N/, montrons que f(z) € N. On a xz € N donc il existe k € N tel que x € Gy, c’est-a-dire
f*¥(z) =0. On a alors f(f*(z)) = f*(f(z)) = 0 ce qui implique que f(x) € Gy donc f(z) € N.

’/\/' est stable par f ‘

Soit x € C, montrons que f(z) € C. On a : x € C si et seulement si pour tout n € N, x € F,,
cest-a-dire qu'il existe une suite (y,) € EY telle que z = f™(y,). Pour tout n € N, f(z) =
F(f™(yn) = f"(f(yn)) donc f(z) € F, et finalement f(x) € C.

’C est stable par f ‘

(c) On suppose que f est injective, démontrons par récurrence sur n € N la proposition
H, = Gy ={0}

Ainsi, on a aura : N = U Gn, = {0}
neN

Pour n =0, on a Gy = Ker(Id) = {0}, ce qui démontre que Hy est vraie.

D’une part A contient {0} car c’est un sev de E.
D’autre part, soit n € N, on suppose que G, = {0}. Soit € Gpy1, on a f"7(z) =0
donc f(f(x)) =0, c’est-a-dire f(z) € Gy, donc f(x) = 0. L’application f étant injective
cela implique que x = 0, d’ou G,4+1 = {0}.

Ceci achéve la récurrence et démontre que N' = {0}.

Réciproquement supposons que N' = {0} alors pour tout n € N, on a G,, = {0} en particulier
G1 = Kerf = {0} donc f est injective.

’f est injective si et seulement si N' = {0} ‘

(d) Supposons que f est surjective et démontrons par récurrence sur n € N la proposition
H, : F, =F

Ainsi, on aura C = ﬂ F,=F.
neN

Pour n =0, on a Fy = Im(Id) = E, ce qui démontre que H est vraie.

Soit n € N, on suppose que F,, = E. Soit y € E, 3z € E, y = f"(x), or 'application
f est, par hypothése, surjective : 3a € E, f(a) = z. Ainsi y = f*(f(a)) = f*(a) et
y € Im(f"*) = F,;1. Ce qui démontre que F,41 = E et qui implique que H,, 1 est
vrale.

Cela acheéve la récurrence.

Réciproquement si C = E alors pour tout n € N, F,, = E. En particulier I} =Imf = FE, ce
qui montre la surjectivité de f.

’ f est surjective si et seulement si C = F |.




(e) Si f est un automorphisme de E alors f est bijective donc surjective et injective. D’apres les deux
questions précédentes, on a

N={0}etC=E|

3. (a) Démontrons par récurrence sur p € N que H,, : F,i, = F,.
Pour p = 0, la propriété est évidente.

Soit p € N, on suppose que F,y, = F},, démontrons que F,,; 41 = Fj,.
D’aprés la question 1b, on a Fj4pt1 C Fp.
Réciproquement, soit y € F,. Alors y € F,,1,, donc il existe x € E tel que f"P(x) =y, c’est-
a-dire fP(f"(x)) =y. On a f"(z) € F,, donc d’aprés 'hypothése de la question F,, = F, 41,
on aa € E tel que f*(z) = f"*(a) donc y = f*"*1(a), c’est-a-dire y € F,4pr1. D'out
F,, = Fy1p+1, ce qui achéve la récurrence.

(Vp €N, Fyip=Fp|

(b) On considére {n € N, F,, = F,,11}, d’aprés I’hypothése de la question cet ensemble est non vide.
Toute partie non vide de N admet un minimum, d’ou I'existence de r.

T
(¢) Pour tout k < r, on a F, C Fj, d’aprés la question 1b donc ﬂ F, = F,.
k=0
D’autre part, d’aprés la question 3a, pour tout k& > r, Fy, = F,. Finalement : m F,=F,.

neN
=)

(d) D’apres la question précédente, il s’agit de démontrer que E = F, + G,.. Soit z € E. On procéde
par analyse-synthése pour se donner des idées. A noter qu’on ne demande pas l'unicité d’une
décomposition (et d’ailleurs on n’y aboutira pas dans ’analyse).

Soit y € F,. et z € G, tels que x =y + 2.
L’application f" étant linéaire et z appartenant a Ker(f"), on a f"(z) = f"(y). D’apres la
question 3a, on a F, = Fy,, comme f"(z) € F,, on a f"(z) € Fy, donc il existe a € E tel que
f"(x) = f*(a). On observe alors que f"(z — f"(a)) = Og.
On est alors tenté de poser y = f"(a) et on obtient la décomposition z = f"(a) + 2 — f"(a).
Cette décomposition convient car f"(a) € F, et x — f"(a) € G, car f"(x — f"(a)) =
F(2) — 17 (a) = 0.

Ceci montre que E C C + G, la réciproque étant immédiate pour une somme de sev de E. Donc

F=Cr G

4. (a) Démontrons par récurrence sur p € N la proposition H, : Gpip = Gp.
Pour p = 0 la propriété est évidente.

Soit p € N, on suppose que Gp4p = Gy, démontrons que Gy ypr1 = Gp.
D’une part, d’aprés la question 1b, on a toujours G, C Grypyi1-
Réciproquement, soit € Gyypy1. On a P (z) = 0 donc f*TH(fP(x)) = 0, c’est-a-dire que
fP(z) € Gpy1 = Gy, d'ou f*(fP(x)) = 0 et donc z € Gpqp = Gy, Finalement Grypi1 = Gy
ce qui démontre Hyi1.

On a montré que

]vp €N, Gnip=Gn \

4



D.

7.

(b) L’ensemble {n € N, G, +1 = G,} est non vide par hypothése de la question. Toute partie non
vide de N admet un minimum, d’ou I'existence de s.

(¢) D’apreés la question 1b, pour tout k < s, on a Gy C G, et d’aprés la question précédente pour
tout k > s, on a G = G5. D’ou

N=]JG=a,|

keN

(d) D’apres la question précédente, il s’agit de démontrer que Fs NG5 = {0}. Soit © € Fs N Gy, on a

{ da € E, fi(a) =2
fox) =0

On a ainsi f*(a) = f*(z) = 0, donc a € Ga,. Or Goy = G, d’aprés la question 4a, ceci montre
que a € G, et par suite x = f*(a) = 0.

(F.nN = {0}]

Soit n € N. L’inclusion G,, C G,4+1 est toujours vraie.
Réciproquement, soit 2 € Gy y1. On a f"(2) = 0. On a f"(x) € F, = F,11, donc il existe a € E tel
que f*(z) = f"(a). On a

Tz =0e f"2a) =02 a€Gria e a€ G < M a) = f*(z) =0

donc x € G, ce qui démontre que

Vn €N, F, = Fyp1 et Guy1 = Gnya = Gn = Gnpa ]

Soit n € N. L'inclusion F,11 C F;, est toujours vraie.
Réciproquement, soit y € F),. Il existe z € E tel que y = f™(z). Ainsi f(y) = "} (z) € Fuy1 = Fyyo.
Donc il existe a € E tel que f(y) = f"™(z) = f"2(a). On a

@) = f72(0) & T (2) - 2 (a) =0 [T @~ f(a)) = 0 & 2 — f(a) € Gny1 = Gy,

donc f(x — f(a)) = 0, cest-a-dire f*(z) = f""(a) dott y = f""'(a) et donc y € F, 1.

(Vn €N, Gp=Ghniy et Pyt = Foyg = Fy = Fop],

(a) e Supposons dans un premier temps que r > s. On a Vk > s, G = Gy1, en particulier
Gy—1 = G, (puisque 7 — 1 > s) et F,y1 = F,19. D’aprés la question 6, ces deux égalités
impliquent que F,._; = F,. ce qui est contradictoire avec la minimalité de r.

e Supposons que s > 7. On a Vk > r, on a Fy = Fjyq, en particulier Fs_1 = Fy (puisque
s—12>r)et Gy = Gsq1. D’apres la question 5, ces deux égalités impliquent que Gs—1 = Gy
ce qui est contradictoire avec la minimalité de s.

Finalement, [ = s].

apres les questions 3¢ et 4¢, on a C = F; et = Gg. Comme r = s et d’aprés les questions
b) D’aprés | i 3 4 C=F N =G, C d’aprés 1 i 3d
etdd,ona E=C+ N et CNN = {0} dou:

[E=Can]



(¢) L’application Jic est bien a valeurs dans C puisque, d’apres la question 2b, C est stable par f. La
restriction d’une application linéaire est linéaire, donc f|¢ est bien un endomorphisme de C.
e Pour l'injectivité, prenons z € Ker(fi¢c). On a z € C = F} donc il existe a € E tel que
f"(a) = z ainsi " (a) = f(x) = 0 donc a € Gry1 = G, (car 7 = 5). Ce qui démontre que
r = f"(a) = 0 et par suite Ker(fic) = {0}, d’out I'injectivité de fic.
e Pour la surjectivité, prenons y € C = F,, il existe x € E tel que y = f"(x). Or F, = F,4y, il
existe u € E tel que y = f"(x) = f"(u) donc y = f(f"(u)) et on a bien f"(u) € C qui est
un antécédent de y par fic.

Jic est surjective|.

(d) Par le méme raisonnement qu’a la question précédente, comme N est stable par f, on a : Jiv e
N — N qui est linéaire, donc fipr est un endomorphisme de N. Pour tout 2 € N' = G,, on
x) = 0, c’est-a-dire que = 0, ceci toujours en utilisant le fait que r = s.
fr 0, ¢’est-a-di fin)" =0, ceci tou; tilisant le fait

fia est nilpotente |

8. (a) On considére 'endomorphisme de R[X] défini par A : R[X] — R[X].
P — P
L’application A est linéaire et par une récurrence élémentaire, on montre que pour tout n € N,

A" : R[X] — R[X]
P — P

On a, pour tout entier naturel n, F,, = R[X]. En effet pour tout P € R[X], il suffit de primitiver
n fois P pour obtenir un antécédent de P par A" (qui sera bien un polynéme). En particulier, on
a Iy = I et donc r = 0.
Par contre pour tout n € N*, G,, = Ker(A") = R,,_1[X] (que l'on peut aisément obtenir par
récurrence par exemple) et Gg = Ker(Id) = {0}. Finalement pour tout n € N, G,, # Gp+1 donc s
n’existe pas.

(b) On considére 'endomorphisme de R[X] défini par T' : R[X] — R[X].

P - XP

L’application I' est linéaire et une récurrence élémentaire donne, pour tout n € N,

I . R[X] - R[X]
P — X"P-

Pour tout n € N, G,, = {0} donc s = 0.
Par contre pour tout n € N, F,, = Im(I'™) = {Q € R[X], X"|Q}, ainsi F,, # F,,4+1 et donc r n’est
pas défini.

(c) Ce contre-exemple est bien plus difficile & trouver. On considére I’endomorphisme de R[X] noté ¢

et défini par
C(X™) = X" si n n’est pas une puissance de 2
C(X™) =0 si n est une puissance de 2

La famille (X"),ecn étant une base de R[X], connaitre les images par ¢ de ces vecteurs suffit a
connaitre (.



e Soit k£ un entier naturel. On a
C2k71<X2k+l) A e S

<2k (X2’“+1) —0

Ainsi X2 € Ker(CQk) mais X2 ¢ Ker((zk_l). La suite des noyaux (Gj), n’est pas
stationnaire a partir d’'un certain rang, ce qui démontre que s n’existe pas.

e Soit k un entier naturel. On a X2 € Fy._4 puisque : CQk*l(szH) = X% Par contre
X2 ¢ Fyi, pour le démontrer supposons par 1’absurde que (2k (X = X2
cas a considérer :

Si ¢ > 281 41, alors QQk (X*) est nul ou bien de degré supérieur ou égal a 2F 4+ 281 11 >
2k’+1.

.Il'y a deux

Si ¢ < 21 | alors CQk(XK) — 0 car entre £ et 2 + 1 — 1, il y a une puissance de 2

Dans les deux cas c’est absurde. Ce qui démontre que Fyi est strictement inclus dans For_
et la suite (F),) n’est pas stationnaire & partir d’un certain rang. L’indice r n’existe pas.

Probléme 3

T Yy z
Pour tous z,y,z € R, on définit la matrice M (z,y, 2 z x y|. Ainsi la matrice M(1,0,0) est la
Yy z T
010
matrice identité, notée I3 et on note J = M(0,1,0) = [0 0 1 |. On note E l’ensemble des matrices de
1 00

cette forme : F = {M(a:,y,z), (x,y,2) € ]RS}.

A Calcul matriciel

1. (a)

(b)

2. (a)

00 1
J2={1 0 0]et| =1
010

I3 si 3k € N, n =3k
On montre par récurrence (le faire!) que |J" =< JsidJk €N, n =3k + 1
J?sidkeN, n=3k+2

Soit (z,y,2) € R® et (¢/,y/,2') € R>.
On écrit M(x,y,2) = alz +yJ +2J% et M(z',y/,2') = &' I3 + o' J + 2/ J%
Alors M(z,y,2) x M(2',y/,2") = (zI3+yJ +2J°) (I3 +y'J + 2 J?)
= 22’ L+ (xy) +2'y)J + (x2 +2'2) % + yy' J?
+(y2 4y 2) T + 22/ T
Avec les formules précédentes :

M(x,y,2) x M(z' o, 2) = (za’ + y2' +y'2) 5+ (xy + 2’y + 22")J + (2 + 2"z +yy/)J>.

Ainsi M (z,y,2) x M(2',y,2") = M(zx’ +y2' + 9 2z, 2y + 2’y + 22/ 22" + 2'2 + yy/) .
Les roles de z,y, z et 2,1/, 2/ sont symétriques dans cette formule (par exemple : xz’ +y2'+19/2 =

2’z +1y 2 +y2 et de méme pour les deux autres) donc ’ le produit matriciel sur E est commutatif ‘

7



(b)

2 2

—yz,y =2 —xyet 2 = yQ—zx.
— 2%y + 2%y — y?2 + 29% — 2%z = 0. On vérifie de méme que

Soit z,y, z € R. On applique la formule précédente avec 2’ = x
Tout d’abord zy/ + z'y + 22’ = 22>
x2 + 2’z +yy =0.

Enfin, za’ + y2' + vz = 2% — zyz + ¢ — zyz + 25 — zyz.

Ainsi M(z,y,2) x M(2? —yz, 2% — zy,y° — z2) = (23 + y° + 2° — 3zy2) I3

1
On vérifie que 5(:13 +y+2)((r—y)?+(y—2)>+ (2 —2)%) =2° + y> + 2° — 3zyz, ce qui donne

3

1
M(z,y,2) x M(2* —yz, 2" —ay,y* = z2) = S(x+y+2) (0 —9)" + (y = 2)" + (. —2)") Is |

Siz+y+z # 0 et que z, y et z ne sont pas égaux, alors (z+y+z) ((z —y)* + (y — 2)> + (2 — 2)%) #
Oetona:

1
s ty+2)(@—9)?+ -2+ (-2

M(x,y,z) x M(x? —yz, 2% — zy,y? — 2x) = I3.

Le produit d’éléments de E est commutatif. Ainsi M (z,y, z) est inversible et

1= L 2 _yz, 2~y — 2z
S Y7earupvprapey gy vy s £y popp ) Mk LB A ]

On va procéder par contraposée.
Supposons la condition fausse, c’est-a-dire que x + y+ 2 = 0 ou ¢ = y = z. On a alors
M(x,y,z) x M(z* —yz, 2> — zy,y* — 2z) = 03.
2?2 —yz=0
Etsi M(x,y, z) était inversible, alors on aurait M (z?—yz, 22 —xy, y*—zx) = 03, s0it < 22 — 2y = 0
y2 —zx =0
Dans ce cas, (z+y+2)2 = 2% + 9> + 22 + 22y + 222 + 2yz = 3(2? + y* + 2%) # 0 car x,y et z ne
sont pas tous les trois nuls.
D’apreés notre hypothése, cela signifie que x = y = z mais dans ce cas M(x,y, z) est non inversible
car de rang 1.
On a donc montré par contraposée que

’si M (z,y, z) est inversible, alors x + y + z =0 ou z =y = z. ‘

3. Soit z,y € R.

(a)

(b)

1 -y 1 T —y
Mz,y,y) | -1 | =|y—z | et M(z,y,y) | O | = 0
0 0 -1 Yy—T
U U 0
On résout le systéme homogeéne M (z,y,y) | v | — (x+2y) [ v | = [ 0] dont la matrice est
w 0
2y vy Y -2 1 1
y 2y y |=yl 1l -2 1
Y y =2y 1 1 -2
-2 1 1
Sous forme échelonnée et si y # 0, on obtient | 0 -3 3
0 0 O



. —2u+v+w U =w
Cela donne le systéme équivalent { & {

v=w w
w

D’oit les solutions : w|,weR
w

U
Enfin si y = 0, on constate que les | v | sont solutions pour tous u,v,w € R.
w

1
Dans les deux cas, | 1| en fait bien partie.
1
11 1 T+ 2y 0 0
(c) On définit les matrices @ =1 —1 0 | et D(z,y) = 0 r—y O
1 0 -1 0 0 T —y
On a montré le résultat colonne par colonne.
1 1 T+ 2y 1 1 0
M(z,y,y) (1] =@+2y) (1] =Q| 0 |, M@,yy |-1]=@E-y |-1]=Q|z—y
1 1 0 0 0 0
1 1 0
et M(z,y,y) | 0 | =(x—y)| 0 | =Q| O
—1 -1 r—y

Donc | M(z,y,y)Q = QD(x,y) |
(d) On a ainsi M(x,y,y) = QD(x,y)Q~!. Ceci permet de montrer par récurrence (le faire!) que pour
L’hérédité repose sur le fait que, pour n € N,

M(x,y,y)"xM(a;, Y, y) = QD(.T, y)nQilQD(xv y)Qil = QD(‘Tvy)nD(may)Qil = QD(xay)n+1Qil~

1 1 1 1
(e) On calcule d'une part Q" '==[1 —2 1
3
1 1 =2
D’autre part, D(x,y) étant diagonale, on a (ou on le montre par récurrence) :
(x +2y)" 0 0
D(z,y)" = 0 (x—y)" 0
0 0 (z—y)"

Le calcul de QD(z,y)"Q~! donne alors, pour tout n € N,

1 1
M(xayvy)n = g(l’ + 2y)nM(la 17 1) + 5(:6 - y)nM<2> _17 _1) d

B Marche aléatoire sur trois points

Kylian, Ousmane et Bradley s’entrainent au foot avec Luis. Ils se passent un ballon suivant la régle
suivante. A Dinstant initial (+ = 0), Kvicha & le ballon. Celui qui a le ballon & un instant donné (t = n € N)
Penvoie & lentraineur Luis qui le renvoie (a U'instant n + 1) & I'un des trois joueurs :

9



e il le renvoie au méme joueur avec probabilité 1 — 2p,

e sinon il le revoie a un des deux autres joueurs de maniére équiprobable.

1 R 1
Par exemple avec p = T Kvicha a le ballon au départ. A I'instant ¢ = 1, Kvicha l’aura avec la probabilité 2 et

1
Ousmane ou Bradley ’aura, chacun avec la probabilité 1 On suppose que cette expérience est bien modélisée

par un espace probabilisé (Q, P(Q), P) qu’on ne cherchera pas a expliciter. On définit les événements suivants
pour tout n € N :

e K, : « Kvicha a le ballon a Uinstant ¢ = n. » et on note k, = P(K,,) sa probabilité
e O, : « Ousmane a le ballon a l'instant ¢ = n. » et on note o, = P(O,,) sa probabilité;

e B, : « Bradley a le ballon a l'instant ¢ = n. » et on note b, = P(B),) sa probabilité.

4. La balle revient au méme joueur avec la probabilité 1 — 2p, donc

| P, (Kny1) = Po,(Ont1) = Pp,(Buy1) = 1— 2p|

Comme K11, Op+1 et By forment un systéme complet d’événements, on a Pk, (Ky+1)+ Pk, (On+1)+
P, (Bns1) = 1 et, par hypothese, P, (Ont1) = Pr, (But1)- Donc | Pi, (Ony1) = Pk, (But1) = p|

P0,(Ont1) = Po,(But1) =p| et | P, (Oni1) = P, (Bay1) =p|

5. D’apres la formule des probabilités totales (toujours avec le méme systéme complet d’événements),
Fnt1 = kn P, (Kn41) + 00 Po, (K1) + by P, (Kny1). Donc [ ki1 = (1= 2p)kn + pon + pby |

On+1 = Pkn + (1 — 2p)oy, + pby, ‘ et | bpt1 = pkn + pon, + (1 — 2p)by, ‘

De méme,

De méme,

knJrl kn
Matriciellement, cela donne |Vn € N | 0,41 | = M (1 —2p,p,p) | on

bn+1 bn

6. Par analogie avec les suites géométriques, on montre par récurrence que

kn ko ko 1
YneN, o, | =M(1—-2p,p,p)" | oo |, avec |op | = [0
by, bo bo 0

1 1
Les résultats de la partie précédente donnent M (1—2p,p,p)" = §M(1’ 1,1)+ g(l —3p)"M(2,—-1,-1).

1
Comme p < 2 ona—1<1-—3p<1 (en supposant p = 0, sinon les suites sont constantes). Donc

1 1 1
et | b,

(1 -3p)" ——— 0. On a alors | ky,
n—+oo

Probléme 4

Le but de ce probléme est de trouver un équivalent de n! quand n — +o00. Il se compose de trois parties.
Les deux premiéres sont indépendantes et la troisiéme utilise les deux résultats finaux des parties précédentes.
Ceux-ci pourront étre admis pour poursuivre le probléme.

—— | lop —— = — =
n—+oo 3 n—+oo 3 n—+oo 3

Intégrales de Wallis

1
1. | Iy = g et . Pour I, linéariser : sin?(t) = 5(1 —cos(2x)). On a alors | Iy =

3
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. ™ . . . . .
. Soit n € N. Pour tout z € [0, 5], 0 < sinz < 1 done 0 < sin®™'z < sin” 2. Puis par croissance de

I'intégrale,
nulle.

0< 1 <1, ‘ On a méme car sin™ ! est continue, positive et non identiquement

™ ™
On effectue le changement de variable z = 5~ t et on utilise que sin(t) = cos <§ - t) pour tout t.

Vn e N, In:Jn\.

On pose {U(t) = SinnJrl (t)  Alors {u’(t) — (TL + 1) COS(t) sin”(t)
v'(t) = sin(t) v(t) = — cos(t)

Ainsi,

w/2
Par intégration par parties, Inio = [— cos(t) sinnﬂ(t)]g/2 + (n+ 1)/ cos®(t) sin" (t).
0
2 2 . n+1
Or cos®(t) = 1 —sin“(¢). Donc I, 42 = (n+ 1)(I, — I, 42). Finalement, | I,, 12 = n 2In .
n

n+1 n+1 In+1
Pour tout n, Inyo < Iny1 < Iy, donc I, < Iy < I,. Et I, # 0, donc < < 1. Par

n+ 2 n + 2 I,

théoréme d’encadrement,

Int
2 1, donc| s ~ I,
In n—-+o0o n—-+o0o

Pour tout n, (n + 2)I41l12 = (n + 1)I411,, donc ’ ((n+ 1), I,+1) est constante

pour n =1: Iyl; —.

s [ 7
Pour tout n, 5= (n+ 1)1 141 N (n+1)I? ~nI?, donc|I, ~ 2 |

n—-+o0o

, égale & sa valeur

On conjecture a 'aide de la relation de la question 4, puis on montre par récurrence : pour k € N,

(2k)! 22k f;12

Iy = 55— et|I =—Q|
2k = gakp2 g | LT (0 1 1))

On peut aussi mettre en place un produit télescopique.

(2k 4+ 1) Iop 41 L0 (2k 4+ V) Igpyr  2%E14 2

. Or = —.

2k 15y, k—+o00 2k 15 2]{(2k‘)'2 T

4k (1.4

lim 2 (RD” |
k——+oo k((2k)!)2

Comme Iop 41 ~ Iy,

Finalement, |7 =

Un encadrement

Soit a < b deux nombres réels et f : [a,b] — R une fonction concave de classe C2. Soit g la fonction affine
définie sur [a, b] par g(a) = f(a) et g(b) = f(b).

10.

11.

12.

o) =TT )1y

f étant concave, sa courbe est au dessus de chacune de ses cordes. Notamment, entre a et b, f(t) > g(t).

b b
Puis par croissance de l'intégrale, / g(t)dt < / f)de|.
a a

b — f(a) (b—a
A 1 fayo—a)|
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13. f est de classe C? donc f”, et donc |f”|, est continue sur un intervalle fermé [a, b], donc elle atteint son

maximum | My = max |f”(t)] |
te(a,b)

14. Le but de cette question est de montrer que

vielatl, £) - gt <an =000 (#)
(a) Pour t = a et t = b, l'inégalité (%) revient & 0 < 0, vrai.
(b) Soit t €]a,b[. On pose h définie sur [a,b] par h(x) = f(x) — g(z) — K(z —a)(b—z) o K est une
constante telle que h(t) = 0.
h est de classe C? car f (et g) le sont et |h" : t — f(t) + 2K |.
(c) D’apres le théoréme de Rolle (vérifier soigneusement les hypothéses), il existe ¢; €]a, t[ et ca €]¢,b]
tels que h'(c1) = h'(c2) = 0. A T'aide du théoréme de Rolle & nouveau, cette fois appliqué a b/,

Je €la, b], h'(c) = 0]|.

f"(e)
2

My
2

(d) Alors f"(c) + 2K =0, dou K = —
lité (%) souhaitée.

15. A partir de I'inégalité (%) précédente, par croissance de l'intégrale,

. Donc || K| < puis comme h(t) = 0, on a l'inéga-

b b b b 3
M. t b
/ f@) dt—/ g(t)dt < —22/ (t2—(a+b)t+ab) dt. Or/ (t*—(a+b)t+ab) dt = 3 %tQ + abt
b3—a3_a+b b—a (b—a)? ’

(b? —a®) +ab(b — a) = ((2b? + 2ab + 2a%) — 3(a + b)? + 6ab) = —
(b—a)?®
12 |

3

2 6
b b
Finalement / f@t)dt — / g(t)dt < My

16. Soit n € N*. La fonction f : z — In(z) est bien C? sur [n,n + 1].

1 1

On a pour tout t € [n,n+ 1], f’(t) = 2 qui est négative donc f est concave. De plus | f”(t)|legs—;.
n
La corde correspondante a pour équation g : t — (In(n+1) —In(n))(t —n) +1In(n) et son intégrale vaut
n+1 1 1
/ g(t)dt = §(ln(n +1) —1In(n)) +In(n) = E(ln(n + 1) + In(n)).
n
n+1

Et a l'aide d’une IPP, / In(t)dt = [tIn(t) — """ = (n+ 1) In(n 4+ 1) — nln(n) — 1.

n

. 1 1
Finalement, | 0 < (n + 2> (In(n+1) —In(n)) =1 < o2 |

Formule de Stirling

Etant donné n > 1 un nombre entier, on pose

1
U, = In (n”*ée*") —1In(n!) et v, =u,+ m
1 N P
17. Pour tout n, up+1 —up = (N + 3 (In(n +1) —In(n)) — 1 > 0 d’aprés ce qui précede et vy11 — vy, =
1 < 1 1
12n(n —1) ~ 12n2  12n(n —1)

Upt1 — Up — < 0, d’apreés I'encadrement précédent a nouveau. De plus

12



1
C12(n—1) notoo
. D’une part 2u, — ug, ——— 20 — £ = /(.

Up — Up 0. Donc ’ (uy) et (v,) sont adjacentes ‘ On note ¢ leur limite commune.

n—+00
, 1 n(2n)!? 1 Y ., .
D’autre part, 2u, — ug, = 3 In (24”+1n!4 — '3 In o d’aprés 10.
1
Par unicité de la limite, [ = —5 In(27) |
n! 1 \ iy
. Onadonc: —u, =In z —In(27). D’ou la formule de Stirling :
nn-l—gefn n—+oco 2
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