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DEVOIR MAISON N° 21

Probléme 1

L’échauffement est indépendant de la suite du probléme. Simplement, il rappelle quelques résultat que
vous étes libres d’utiliser par la suite.

A  Echauffement

1. Soit E un espace vectoriel et u et v deux endomorphisme de E. Montrer que

vou=0«<Imu C Kerw.

2. On définit Pendomorphisme de R? suivant :

f:R? - R?
(x,y) = (2z—dy,x—2y)
On ne demande pas de montrer que cette application est linéaire.
(a) Déterminer A la matrice de f dans la base canonique B de R2.
(b
(c
(d

Déterminer f o f. Que peut-on en déduire sur Im f et Ker f 7

Déterminer une base de Ker f et une base de Im f.

Soit X = (3,1).

Calculer f(X) et montrer que (X, f(X)) est une base de R?. On la notera &.

(e) Donner la matrice C' de f dans cette base et expliciter P la matrice de passage de B a £. Quelle
relation lie A, C et P?

)
)
)
)

B Généralités en dimension 2

Soit E' un R-espace vectoriel de dimension 2, Id désigne 'application identité¢ de E. Soit f € L(F). On
note usuellement f2 = fo f.
3. Dans cette question, on suppose que f n’est pas 'endomorphisme nul et qu’il vérifie f2 = 0.
(a) Montrer qu’il existe un vecteur = € R? tel que (z, f(z)) soit une famille libre de E.
(b) Montrer que cette famille £ est alors une base de E.
(c) Donner la matrice de f dans la base £.

4. Dans cette question, on suppose que f veérifie f2 = —21Id.
(a) Montrer que pour tout A € R, I'équation f(z) = A -z admet une unique solution (que l'on
précisera).

(b) Soit a € E un vecteur non nul. Montrer que la famille £ = (a, f(a)) est une base de E.
(c) Donner la matrice de f dans la base £.



C Un espace de polynomes

Dans cette partie, on appelle E = R3[X] I’espace des polynémes de degré maximum 3, dont on appelle
B=(1,X, X2, X3) la base canonique. On définit
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(f)

f:EFE — FE
P — (1+X%)P'—-2XP

Montrer que f est un endomorphisme de E.
Donner la matrice de f dans la base B et calculer son rang.
Déterminer une base de Im f.

On appelle F' 'ensemble des polynémes P € E qui vérifient f(P) = —2P. Montrer que F' est un
sous-espace vectoriel de E et en déterminer une base.

En déduire qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est

00 0 O
00 0 O
00 -2 0
00 0 =2

Vrai ou faux ? (justifier)
i.Imf=F.
ii. E=1Imfe Ker f.

6. Le but de cette question est de déterminer les endomorphismes ¢ de E qui vérifient ¢? = f.
Soit ¢ € L(FE) solution du probléme.

(a)
(b)
()

Montrer que fop = o f.
Montrer que VP € Ker f, ¢(P) € Ker f.
On définit g : Ker f — Ker f .
P — ¢(P)
On remarque que, d’aprés ce qui précéde, ¢ est un endomorphisme de Ker f.
Montrer que cpg = 0. En déduire que soit @y = 0, soit il existe une base de Ker f dans laquelle la

. 0 0
matrice de g est (1 0).

De la méme maniére, justifier 'existence d’un endomorphisme ¢ de F défini par : VP € F, p1(P) =
@(P). Calculer ¢?. Que la partie B nous permet-elle de conclure ?

En déduire la forme de la matrice de ¢ dans une base bien choisie.



