CHAPITRE E3

VARIABLES ALEATOIRES

(i ree )
{ Objectifs |
. - J

e Notion de variable aléatoire.

o Reconnaitre les expériences menant a des variables usuelles, cal-
culer et reconnaitre leurs lois.

e Exprimer et manipuler des grandeurs telles que l'espérance, la
variance, 1’écart-type.

e Lois marginales et loi conjointe d’un couple de VAD.
e Indépendance, covariance.

e Inégalités de Markov et Tchbychev.

Dans tout ce qui suit, (€2, P) désigne un espace probabilisé fini, E et F' désignent deux ensembles et n
un entier naturel non nul.

1 Variables aléatoires réelles

1.1 Généralités

/:(Déﬁnition E3.1 ) 3

(1) Soit E un ensemble. On appelle variable aléatoire (VA) sur €2 toute application X : Q@ — E.
(ii) On appelle variable aléatoire réelle (VAR) sur 2 toute application X : Q — R.

Son ensemble de valeurs est 'ensemble fini X(Q) = {X(w), w € Q}.

\ o’

Notations.
e Dans Q, on note (X = z) ou {X = z} I'événement X 1({z}) = {w € Q, X(w) = z}.
e Si A est un sous-ensemble de X (), on note (X € A) I'événement X 1(A) = {w € Q, X(w) € A}.
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2 FE3. Variables aléatoires

/:(Théoréme et définition E3.2 ] N

Soit X une VA sur Q. Alors

Px: P(X(Q) — [0,1]
A = P(X € A)

est appelée loi de la variable X et permet de définir une loi de probabilités sur X ().

Proposition E3.3 } <

Les événements (X = 7),cx (o) forment un systéme complet d’événements.

J

Remarque. Comme pour une loi de probabilité sur un univers fini, Py est entiérement déterminée par les
(Px ({2}))zex(q)- Cest ce qu’il suffit de donner quand on demande la loi d’une variable aléatoire.

/:(Déﬁnition et théoréme E3.4 ) 3

On dit que deux VA X et Y ont méme loi ou sont égales en loi lorsque 'une des deux
conditions équivalentes suivantes est vérifiée.

(i) Px = Py.
(ii) Ve € X(2), P(X =2) = P(Y = x).
On note alors X ~ Y.

1.2 Espérance, variance

—(Définition E3.5 } N

L’espérance d’une variable aléatoire réelle X est

E(X) =) zP(X =ux).

zel

Une variable aléatoire d’espérance nulle est dite centrée.

\\ ~/

ﬁ[Proposition E3.6 } N

L’espérance d'une VAR X est donnée par E(X) = Z X(w)P({w}).
wen
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ﬁ[Proposition E3.7 } ~

Soient X et Y deux VAR et A, u € R. Alors

o linéarité : E(AX + pY) = AE(X) + pE(Y);
positivité : si X est a valeurs positives, alors E(X) > 0;
croissance : si P(X <Y) =1, alors E(X) <E(Y);
inégalité triangulaire : |E(X)| < E(|X]) .

. /

—(Définition E3.8 } N

La variance d’une variable aléatoire X & valeurs dans £ C R est
V(X) =E((X - E(X))?)

et son écart-type est o(X) = 1/V(X). Une variable centrée de variance égale a 1 est dite centrée
réduite.

\ o’

ﬁ[Proposition E3.9 } N

Avec les notations ci-dessus, on a
(i) V(X) =0,
(i) V(X) =0 P(X =E(X)) =1

Proposition E3.10 (Koenig-Huygens)}

Soit X une variable aléatoire réelle. Alors V(X) = E(X?) — E(X)2.

ﬁ[Proposition E3.11 } N

Soient X,Y deux variables aléatoires réelles et a,b € R. Alors V(aX + b) = a*V(X).

& J
/:[Proposition et définition E3.12 ) N\
: X -E(X) . s s
Si X est une VAR, T est centrée et réduite. On appelle cette v.a. la centrée réduite de
o
X, notée X*
\ J
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1.3 Lois usuelles

—Définition E3.13 } |

On dit que la variable X suit une loi certaine de paramétre a € R lorsque X (Q) = {a} et

Proposition E3.14 }

Si X suit une loi certaine de parameétre a € R, alors E(X) = a et V(X) = 0.

~{Définition E3.15 } S
On dit que la variable X & valeurs dans ’ensemble fini £ suit une loi uniforme lorsque
Ve e B, P(X ) 1
x ) =)= —.
|E|
On note alors X ~ % (E).
S 7,
ﬁ[Proposition E3.16 } N
1 21
Soit n € N* et X ~ 2 ([1,n]). Alors B(X) = — " et V(X) = "
~ J
/:(Déﬁnition E3.17 ) N

On dit que la variable X & valeurs dans {0, 1} suit une loi de Bernoulli de parameétre p € [0, 1]
lorsque

On note alors X ~ B(p).

Proposition E3.18 }

Soit p € [0,1] et X ~ B(p). Alors E(X) =p et V(X) = p(1 —p).
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—(Définition E3.19 )

p € [0,1] lorsque
n

Vk € [0,n], P(X =k) = <k>pk(1 e

On note alors X ~ B(n,p).

On dit que la variable X a valeurs dans [0,n] suit une loi binomiale de parameétres n € N* et

\ J
Proposition E3.20 }
Soit p € [0,1],n € N* et X ~ B(n,p). Alors E(X) =np et V(X) = np(1 — p).
1.4 Inégalités
(:[Théoréme E3.21 (Inégalité de Markov)} 3
Soit X une VAR positive. Soit a > 0. Alors
P(X >a) < ]E(X)
a
\ J
Dém. E3.21
Soit a € RY.
EX)= Y aP(X=2)= Y zP(X=2)+ » aP(X=ux)
2E€X(Q) 2eX(Q) 2E€X(Q)
r<a xr=a
E(X)>a Y P(X=z)=aP(X >a).
zeX(Q)
xr=a
(:[Théoréme E3.22 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev)j[ N
Soit X une VAR. Soit € > 0. Alors
V(X
P(X ~E(X)| > ) < ).
\ J
Dém. E3.22
On applique I'inégalité de Markov a la VAR (X —E(X))? et a = €2,
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1.5 Transfert

r:(Théoréme et définition E3.23 j S\

Soit X : Q — E une VAR et f : E — F une application. On appelle image de X par f la
variable aléatoire fo X : Q — F, notée f(X).
La loi de f(X) est donnée par

VAEP(F), P(f(X)eA)=P(Xefl(4))= > PX=u)

z€X(Q)
f(z)eA

\\ ~/

ﬁ[Proposition E3.24 } N

Soit X,Y deux VAR & valeurs dans E et f : E — F une fonction réelle. Si X ~ Y alors
F(X) ~ f(Y).

. /

= Théoréme E3.25 (transfert)| |

Soit X une VAR et f: R — R une fonction réelle. Alors

E(f(X)= ) f@P(X=a).

z€X(Q)
~ =/
2 Couple de variables aléatoires
2.1 Indépendance
—Définition E3.26 } \

Deux VA X et Y sont dites indépendantes et on note X I Y lorsque

V(z,y) € X(Q) xY(Q), P([X =z]N[Y =y]) = P(X = 2)P(Y =y).

\ o’

/:(Déﬁnition E3.27 ) N

Soit U € P(2) un événement non négligeable et X une VA. On appelle loi conditionnelle de
X sachant U la loi de X relativement a I’espace probabilisé (2, Py), autrement dit

P(X(Q2) — [0,1]
A — Py(XeA)=P(XeA)
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Remarque. En particulier si X, Y sont deux VA et y € Y(2) tel que P(Y = y) # 0, on définit la probabilité
conditionnelle de X sachant {Y = y} par

vz € X(Q), P(X =2)|(Y =y)) = Px {z}{Y = y}) =

Proposition E3.28 }

Deux VA X et Y sont indépendantes si et seulement si pour tout (z,y) € X(Q) x Y(Q),

Px ({z}{Y =y}) = Px ({=}).

2.2 Lois d’un couple de VA

/:(Théoréme et définition E3.29 j N

Soit X et Y deux VA sur €2 a valeurs dans E et F' respectivement.

(i) L’application (X,Y): Q@ — EXxF est une VA, appelée couple de variables
w = (X(w),Y(w))
aléatoires.

(ii) La loi du couple (X,Y) ou loi conjointe de X et Y est

Pixy): P(X,Y)(Q)
U

0, 1]

— :
— P((X,Y)eU)

(iii) Les lois de X et Y sont appelées lois marginales du couple (X,Y).

\\ ~/

Notation. On note P ((X,Y) = (z,y)) = P((X =2)N (Y =y)), parfois aussi P (X = z,Y =y) (on peut
lire « probabilité que X =z et Y =y »).

ﬁ[Proposition E3.30 j N

Soit (X,Y) un couple de VA.

eV eX(Q), PX=12)= Y P(X=z)n[Y =y
YEY (Q)

o VycY(Q), P(Y =y)

I
3
=
I
&
D)
>
[
o

(S /

ﬁ(Proposition E3.31 } N

Soit (X,Y) un couple de VA et g : X(2) x Y(Q) — E. Alors g(X,Y) est une VAR.

(S /

Exemples. Les cas les plus couramment étudiés sont X + Y, min(X,Y), max(X,Y), ou encore XY.
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/:[Théoréme E3.32 ('I‘ransfert)j[ N

Sila VA Z = ¢g(X,Y) admet une espérance, alors

E(Z) = > 9(z,y) P(X = z) N (Y =y)).
(z,9)EX ()XY (Q)

Remarque. Cette propriété entraine également la linéarité de I'espérance.

2.3 Covariance

/:[Proposition et définition E3.33 ) N

Soit X et Y deux VA. La covariance de X et Y est définie par
Cov(X,Y)=E(X —EX))E(Y —E(Y)) =E(XY) - E(X)E(Y).

On dit que X et Y sont décorrélées lorsque Cov(X,Y) = 0.

ﬁ[Proposition E3.34 } N

Soit X,Y des VAR.
(i) La covariance est bilinéaire, i.e. pour X1, X5,Y7,Y5 des VAR et a,b € R,

Cov(aX1 +0X2,Y) =aCov(X1,Y) + bCov(X2,Y),
Cov(X,aY; + bY3) = aCov(X, Y1) + bCov(X,Ys).

(ii) La covariance est symétrique, i.e. Cov(X,Y) = Cov(Y, X).
(iii) Cov(X,X)=V(X) >0 et Cov(X,X) = 0 si et seulement si X suit une loi certaine.

ﬁ[Proposition E3.35 } N

Soit X,Y deux VAR.
(i) V(X +Y) =V(X) +2Cov(X,Y) + V(Y).
(i) E(XY)? < E(X?)E(Y?).

(iii) | Cov(X,Y)| < a(X)o(Y).
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ﬁ[Proposition E3.36 } N

Soit X et Y deux VA indépendantes.
(i) E(XY) = E(X)E(Y),
(ii) Cov(X,Y) =0,
(iii) V(X +Y) =V(X) + V(Y).

2.4 n-uplets de variables aléatoires

~Définition E3.37 } 3

Des VA X4,...,X,, sont dites mutuellement indépendantes lorsque

V(Ai)lgign S ﬁP(XZ(Q)), P (ﬁ(Xz c Az)> = ﬁ[P(Xl S Al)

i=1 i=1

ﬁ(Proposition E3.38 } -

Soit X1,..., X, des VA. On a équivalence entre

(i) les (Xi)i<i<n sont mutuellement indépendantes,

n
(ii) pour tout (A;)i<i<n € HP(Xi(Q)), les (X; € A;)1<i<n sont mutuellement indépendants,
i=1

n
(iii) pour tout (z;)i<i<n € HXZ'(Q), les (X; = 7i)1<i<n sont mutuellement indépendants.
i=1

~ Théoréme E3.39 } N

Soit X1, ..., X, des VA mutuellement indépendantes.
(i) Soit 1 < m < n. Les VA (X;)1<i<m sont mutuellement indépendantes.
(ii) Soit f1,..., fn des applications. Les VA (f;(X;))1<i<n sont mutuellement indépendantes.

(iii) Lemme des coalitions. Soit I et J non vides tels que [1,n] = ILJ et F, G deux applications.
Alors les VA F'((X;)icr) et G((Xj);es) sont indépendantes.
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— Théoréme E3.40 } N

Soit p € [0, 1], X1, ..., X, des VA mutuellement indépendantes suivant toutes une loi B(p). Alors
n

Z X ~ B(n,p).
i=1

Méthodes

e Mettre en relation la loi et la fonction de répartition d’une va-
riable aléatoire finie.

e Etablir la loi, l’espérance d’une variable aléatoire de la forme
Y =g(X).

e Déterminer la loi d'un couple (X,Y) de V.A.
> lorsque X et Y sont connues et indépendantes,

> lorsqu’on connait la loi de X et la loi conditionnelle de Y
sachant les événements (X = x).

e Déterminer les lois marginales connaissant la loi d’un couple de

V.A.
e Déterminer la loi d’une fonction d’un couple

> dans le cas des fonctions min, max avec la fonction de ré-
partition,
> dans le cas de la somme par produit de convolution.
e Déterminer ’espérance d’une fonction d’un couple
> par calcul direct,
> par théoréme de transfert.
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